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Riassunto  
 
Gli argomenti presentati in questa tesi sono il risultato di una serie di ricerche effettuate 
nel laboratorio di generazione onda-corrente del Centro Andaluso per l´ambiente 
(CEAMA), negli anni 2006 e 2007, durante la mia permanenza nel gruppo di porti e coste 
dell’ universitá di Granada, Spagna. 
Gli esperimenti sono stati effettuati con la supervisione del professor Valerio Milano, 
dell’ universitá di Pisa, Elena Sanchez Badorrey e Miguel Losada dell’ universitá di 
Granada. 
Anche se l’obiettivo principale delle ricerche é stato quello di indagare 
sperimentalmente le caratteristiche dello strato limite del fondo associato a un gruppo 
regolare, per una adeguata comprensione del fenomeno nella tesi é stato formulato e 
risolto analiticamente il problema idrodinamico nella regione viscosa e non viscosa e 
formulata un’approssimazione numerica dello strato limite. 
I risultati presentati nella tesi si possono incontrare in: 
1) Bramato, S., Mans, C., Sánchez Badorrey, E., Losada, M.A. (2007) High resolution 
LDV measurements of BBL velocities under standing oscillatory flows: 
Uncertainty analysis. Proc. Hydraulic Measurements & Experimental Methods 
Conference. In pubblicazione.  
2) Bramato, S., Sánchez Badorrey, E., Mans, C., Losada, M.A. (2007) Medidas de alta 
resolución con LDV en la capa límite de fondo inducida por flujos oscilatorios. 
Jornadas de Costas y Puertos, 29 Mayo – 1 Junio, San Sebastián, España. 
3) Bramato, S., Sánchez Badorrey, E., Mans, C., Losada, M.A. (2007) Bed shear 
stress under reflected wave groups. Int. Conf. Coastal Eng. Inviato. 
4) Sanchez-Badorrey, E., Bramato, S., Mans, C., Losada, M.A, Cowen, E.A. (2006). 
Bottom Boundary Layer under standing wave group: Eulerian Drift. Proc. Int. 
Conf. Coastal Eng. 
Queste ricerche saranno presentate nelle seguenti riviste: Coastal Engineering & 
Measurement Science and Technology e presentate il 2 Settembre 2007 nella Tesi di 
6 
 
Master in Idraulica Ambientale con specializzazione di gestione integrale delle zone 
costiere e portuarie. 
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Capitolo 1 
Introduzione 
 
 
1.1 Motivazioni 
Comprendere i parametri che influenzano il fenomeno del trasporto di sedimento, 
associato ad un flusso oscillatorio, e poter prevedere l’evoluzione della morfologia 
costiera risulta di fondamentale importanza per la protezione delle opere marittime. 
Per modellare l’interazione mutua che intercorre tra morfologia e dinamica é necessaria  
la determinazione delle caratteristiche idrodinamiche e una descrizione completa del 
campo di velocitá e di pressione associato a un flusso oscillatorio, in particolare quando 
il moto ondoso si trasforma a causa di ostacoli e discontinuitá. I processi di 
trasformazione a cui faremo riferimento, avvengono in una zona che va dai dieci fino ai 
cinquanta metri di profonditá definita piattaforma continentale interiore, zona dove 
sono costruite la maggiorparte delle opere costiere. L’indagine dei processi idrodinamici 
e di trasporto deve essere condotta in particolare, dove il flusso risulta influenzato dal 
fondo, zona che comunemente si definisce strato limite del fondo.  
La conoscenza dei parametri idrodinamici nello strato limite permette stimare l’abilitá 
che il flusso possiede di trasportare sedimento e conseguentemente permette di poter 
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modellare il trasporto di sedimento stesso e poter fare delle previsioni sulla sua 
evoluzione. 
Lo studio della struttura dello strato limite del fondo permetterebbe di conoscere molti 
meccanismi che fino ad oggi non risultano completamente definiti. La frizione esercitata 
dal fondo caratterizza d’altra parte enormemente tutti i processi di trasformazione e 
propagazione del moto ondoso. 
Inoltre lo studio dello strato limite é estremamente interessante per il suo carattere 
multidisciplinare, la sua struttura influenza infatti il meccanismo di trasporto di sostanze 
organiche ed inorganiche e molte equazioni che andremo a descrivere risultano comuni 
a vari problemi di dinamica dei fluidi biochimici. La viscositá svolge inoltre un ruolo 
chiave nei meccanismi di trasporto, strettamente inflenzati dal carattere laminare e 
turbolento dello strato limite stesso.  
 
1.2 Obiettivi 
Lo studio dell’idrodinamica dello strato limite del fondo indotta a causa di un moto 
oscillatorio, studio che si sta svolgendo nel Centro Andaluso per l’ambiente (CEAMA), 
della Universitá di Granada, ha come obiettivo principale quello di analizzare i processi 
idrodinamici e di trasporto indotti nello strato limite del fondo a causa di un gruppo di 
onde regolare e stazionario. Il gruppo si propaga su un fondo fisso, impermeabile e di 
profonditá costante nell’ipotesi di teoria lineare d’onda. 
Per ottenere una descrizione completa del fenomeno é stato necessario realizzare uno 
studio dettagliato in laboratorio, mediante la costruzione di un modello fisico che 
riproducesse i meccanismi di generazione e propagazione di gruppi di onde modulati in 
condizione di riflessione totale, fuori dalla zona di rottura e in regime idraulico laminare.  
In questo contesto lo studio di laboratorio condotto, risulta originale e fondamentale 
per convalidare le teorie analitiche e numeriche esistenti e orientare in ricerche future. 
Per calibrare la procedura d’analisi dei dati, raccolti con un sistema di velocimetria laser, 
si é utilizzato un moto ondoso monocromatico. 
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Il processo d’analisi dei dati di velocitá, basato su valori mediati nella fase per ogni 
singola onda del treno monocromatico é stato prima confrontato con la teoria esistente 
per essere calibrato, ed é stato poi successivamente applicato ad ogni singola onda del 
gruppo. Contemporaneamente un’ indagine statistica ha permesso ottenere l’incertezza 
associata all’analisi applicata e alla qualitá dei dati sperimentali. 
I risultati sperimentali, confrontati con risultati analitici e numerici del problema 
serviranno posteriormente per indagare le caratteristiche idrodinamiche dello strato 
limite del fondo in regime turbolento e con fondo mobile. 
 
1.3 Organizzazione della tesi 
La tesi sará strutturata nel seguente modo: 
Nel capitolo 2 si realizzerá uno studio storico delle ricerche effettuate fino ad oggi, 
relativamente al tema dello strato limite associato a flusso oscillatorio e dei processi 
idrodinamici che lo caratterizzano. L’obiettivo di questo capitolo é individuare quali sono 
le ricerche disponibili, conoscerle e pianificare una linea di ricerca a partire da queste, 
cercando di fare un passo avanti nella comprensione del fenomeno dello strato limite 
associato a gruppi regolari e alla sua influenza nei processi di trasporto, fenomeno che 
attualmente risulta poco conosciuto. 
Nel capitolo 3 si fornirá una descrizione generale di  un treno modulato di onde ed in 
particolare si definirá un gruppo regolare. L’obiettivo di questo capitolo é concentrare 
l’attenzione sulla sua influenza nel trasporto netto di sedimento relativamente ad un 
caso concreto (porto di Motril). Nel capitolo si descriverá inoltre il modello analitico 
dello strato limite associato a gruppi regolari  a cui si fará riferimento nella presente tesi 
(Sanchez- Badorrey e Losada,2006). 
Nel capitolo 4 si riporteranno le equazioni che governano la idrodinamica della regione 
non viscosa del dominio di profonditá, si formulerá e risolverá il problema descrivendo 
l’espressione del potenziale di velocitá e del campo di velocitá sia del caso 
monocromatico, che nel caso di un gruppo regolare. L’obiettivo principale di questo 
capitolo é concentrare l’attenzione sul fenomeno della riflessione di un gruppo regolare, 
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con un indagine che si condurrá nel marco della teoria lineare d’onda. L’indagine verrá 
condotta nella regione non viscosa perché questa é un agente forzante della regione 
viscosa. 
Nel capitolo 5 si partirá dalla soluzione ottenuta per la regione non viscosa che ci 
porterá a definire lo strato limite del fondo e a dare una descrizione e una soluzione del 
problema dello strato limite associato ad un gruppo regolare stazionario. L’indagine sará 
condotta nell’ipotesi di teoria lineare d’onda. L’obiettivo di questo capitolo é quello di 
fornire degli strumenti analitici che ci aiuteranno a comprendere il fenomeno e 
concentrare l’attenzione sulla funzione svolta dalla viscositá nei processi di trasporto di 
sostanze (es. fluidi biogeochimici) distinguendo tali processi in funzione del carattere 
laminare e turbolento dello strato limite. Inquadrato il problema dello strato limite 
come un problema di trasporto dispersivo unidimensionale, si utilizzerá uno schema alle 
differenze finite per la formulazione di un modelo numerico dello strato limite e 
successivamente tale  modello verrá confrontato con la soluzione analitica del problema 
al primo ordine. L’obiettivo dell’approssimazione del modello numerico é quello di 
dimostrare come l’equazione di trasporto dispersivo descriva il fenomeno e come lo 
stesso fenomeno possa essere indagato da punti di vista differenti, analitico e numerico, 
portando alle stesse soluzioni. Questa parte ha la funzione di confermare che il 
problema é  ben formulato e che le ipotesi semplificate utilizzate sono adeguate per la 
sua descrizione.   
Nel capitolo 6 si affronterá una descrizione del dispositivo sperimentale (canale di 
generazione d’onda), degli strumenti utilizzati per l’acquisizione dei dati (sensori di 
livello e velocimetria laser) e delle tecniche e accorgimenti sperimentali impiegati. 
L’obiettivo del capitolo é quello di fornire una descrizione delle tecniche di misura 
disponibili per lo studio di questo tipo di problema, delle limitazioni e delle fonti di 
errore sperimentali che devono essere sempre considerate per una adeguata 
comprensione dei dati raccolti. Il capitolo si concluderá  con la descrizione dei parametri 
utilizzati nel disegno dell’esperimento scelti nell’ipotesi di teoria lineare di Stokes. 
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Nel capitolo 7 si analizzeranno i dati di elevazione della superficie libera raccolti dai 
sensori di livello, mediante un’analisi di Fourier delle componenti dello spettro di 
energia. L’analisi sará condotta sia nel caso monocromatico che nel caso di gruppo 
regolare di onde, descrivendo i parametri geometrici degli esperimenti, ubicazione dei 
punti di misura, descrizione dell’analisi della riflessione e controllo dell’assenza di 
possibili moti trasversali. 
Nel capitolo 8 si analizzeranno i dati di velocitá raccolti da un sistema di velocimetria 
laser (LDV), concentrando l’attenzione sulla struttura dello strato limite e del sub-strato 
viscoso laminare, dal confronto tra il caso monocromatico e del gruppo si potrá cosí 
individuare come un gruppo modulato modifica la struttura dello strato limite 
concentrando l’attenzione su quali aspetti approfondire in futuro. Inoltre, in questo 
capitolo verranno discussi Il procedimento di analisi dei dati e i risultati ottenuti.  
Nel capitolo 9 si riporteranno infine le conclusioni dello studio e a partire da queste si 
individuerá la principale linea di ricerca futura. 
Inoltre per facilitare una migliore comprensione dei fenomeni analitici descritti nella tesi 
si riporteranno tre appendici. L’appendice A descriverá la tecnica di separazione di 
variabili nella descrizione completa del potenziale di velocitá di un onda (Baquerizo 
Losada,2004). L’appendice B descriverá il formalismo WJKB utilizzato nella descrizione 
del potenziale di velocitá di un gruppo regolare (Roldan, 1994). Nell’appendice C si 
descriverá la tecnica di perturbazione della soluzione utilizzata per la descrizione 
generale del problema di strato limite (Mei, 1982). 
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Capitolo 2 
Revisione bibliografica 
 
 
2.1. Moto ondoso monocromatico 
Per poter comprendere e descrivere i processi di generazione e trasformazione di un 
gruppo d’onde regolare, é necessario fare un passo indietro e seguire un’analisi storica 
partendo dai primi studi realizzati in questo campo. Tali studi riguardano l’idrodinamica 
di un treno monocromatico di onde nella regione non viscosa.  
Nella modellazione analitica, la soluzione di un’onda stazionaria nell’ ipotesi di 
riflessione totale, si puó ottenere da un’onda progressiva che incide normalmente su 
una parete verticale impermeabile. 
Esistono numerosi studi analitici che descrivono le caratteristiche idrodinamiche di un 
treno monocromatico di onde stazionario, nell’ ipotesi di fondo fisso e impermeabile e 
nell’ ipotesi di flusso potenziale (Miche, 1944; Goda e Abe, 1968). 
L’ipotesi di flusso potenziale peró, risulta valida solo nella zona fuori dello strato limite, 
mentre in prossimitá del fondo, la viscositá del fluido non puó essere trascurata e il 
flusso non puó essere considerato potenziale, per questo successivamente si 
effettuarono studi sull’idrodinamica di un treno monocromatico nella regione viscosa e 
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furono ottenute soluzioni analitiche per includere gli effetti della viscositá nello strato 
limite del fondo associato a un treno monocromatico stazionario (Noda, 1968). 
Per convalidare le soluzioni analitiche nel caso monocromatico stazionario, si 
realizzarono degli studi sperimentali dello strato limite, che portarono alla conoscenza 
degli sforzi di taglio e del campo di velocitá (Jonson e Carlsen, 1976; Dore, 1982; Hwung 
e Lin, 1990; Jensen, 1989; Jensen et al., 1989; Sleath, 1970, 1984, 1987; Sumer et al., 
1993; Lin et al., 2001 , Sanchez-Badorrey et al., 2006; Bramato et al. 2007). 
In particolare Bramato et al. (2007) utilizzando un’elevata risoluzione nella raccolta dei 
dati sperimentali, riuscirono a descrivere la struttura del sub-strato viscoso associato a 
moto ondoso monocromatico stazionario, che esiste nel caso di regime idraulico 
turbolento liscio.  
 
2.2 Gruppi modulati di onde 
In realtá é difficile incontrare un treno monocromatico di onde. Le oscillazioni della 
superficie libera nel mare si compongono sempre di una sequenza di onde grandi 
seguite da altre piú piccole. Queste oscillazioni si definiscono gruppo modulato di onde 
e l’effetto che questo ha sullo studio del trasporto di sedimento non é attualmente 
completamente conosciuto. In questa tesi si considera un gruppo di onde regolare che si 
puó pensare ottenuto dalla sovrapposizione di due onde con una piccola differenza nella 
fase.  
 
2.2.1 Regione non viscosa 
Nella descrizione dell’idrodinamica di un gruppo nella regione non viscosa risulta 
importante l’indagine condotta da Schaffer (1990) che descrisse un gruppo di onde 
regolare come somma di due onde monocromatiche con una piccola differenza nella 
frequenza angolare. 
Uno studio della propagazione di questo gruppo modulato si puó realizzare utilizzando il 
metodo JWKB (Jeffreys, Wentzel, Kramers y Brillouis), che descrive il gruppo in funzione 
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di un treno trasportante con frequenza angolare e numero d’onda relativo all’onda di 
corto periodo principale e una modulazione con scala di lunghezza e tempo uguale a 
quella del gruppo o onda lunga associata. 
I gruppi regolari presentano pertanto differenti scale naturali nel tempo e nello spazio. 
Le strutture spaziali e temporali del campo di pressione e velocitá indotti da un gruppo 
regolare sono grandezze modulate nello spazio e nel tempo nella scala dell’ onda corta e 
del gruppo.  
Utilizzando la la tecnica JWKB inoltre il potenziale  puó essere ottenuto come sviluppo di 
potenziali parziali in funzione di un parametro molto piccolo. La soluzione completa del 
potenziale di velocitá, utilizzando tale tecnica, comprende il contributo del treno dell’ 
onda corta modulata nella scala del gruppo e il contributo dell’onda lunga associata.  
Se volessimo considerare inoltre l’interazione del gruppo con una struttura che provoca 
la riflessione la soluzione del potenziale comprenderebbe anche il contributo dell’onda 
lunga libera che si genera. M. Losada, I. Losada y Roldan (1993) studiarono 
analiticamente molti processi di trasformazione del gruppo in presenza di discontinuitá 
e in condizioni di riflessione e i meccanismi di generazioni di onde lunghe associate 
derivandone le espressioni complete del potenziale di velocitá.  
 
2.2.2 Processi di trasformazione del gruppo 
Nel caso di processi di trasformazione del gruppo le differenti scale di modulazioni che 
caratterizzano un gruppo implicano l’esistenza di un trasporto netto di sedimento nel 
fondo, modulato e non stazionario che potrebbe spiegare la generazione di formazioni 
ritmiche di grande scala presenti in alcuni fondi arenosi in prossimitá di una 
discontinuitá (Sanchez-Badorrey, 2004). 
Nella descrizione dei processi di trasformazione del gruppo bisogna analizzare inoltre un 
altro meccanismo di generazione di onde lunghe libere che nel caso di propagazione del 
gruppo su un fondo di profonditá variabile, come per esempio un profilo di una spiaggia 
dissipativa, risulta indotto dalla rottura del gruppo incidente e dalla conseguente 
oscillazione nel tempo del punto di rottura. 
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Munk (1949) e Tucker (1950) furono i primi ad osservare questo tipo di oscillazioni nel 
mare e le descrissero utilizzando il termine ‘surf beat’. Nelle loro osservazioni notarono 
inoltre che questi moti di bassa frequenza e lungo periodo erano associati al gruppo di 
onde corte con un ritardo di tempo all’incirca uguale al tempo necessario ad un onda 
per andare dallo strumento di misura alla linea di costa, riflettersi e ritornare 
nuovamente allo strumento stesso con una  celeritá uguale a quella del gruppo di onde 
corte. 
Seguendo questa osservazione, Longuet Higgins y Stewart (1962) arrivarono alla 
conclusione che un gruppo di onde corte induce sempre un’onda lunga che chiamarono 
‘set down’ o onda lunga vincolata e di conseguenza stabilirono che un gruppo di onde 
corte é sempre accompagnato con una depressione della superficie media del mare. 
A causa peró del ritardo di tempo dei moti di bassa frequenza con rispetto al gruppo le 
oscillazioni osservate da Munk e Tucker non si riferivano pertanto all’onda lunga 
vincolata, ma alla sua riflessione dalla linea di costa una volta che l’onda lunga si 
liberava a causa del fenomeno della rottura delle onde corte del gruppo. 
Symonds el al. (1982) proposero per primi un meccanismo per la generazione del ‘surf 
beat’ que si basava sulla variazione del punto di rottura nel tempo. Questa variazione  
era chiaramente indotta dal gruppo di onde incidente e pertanto dipendente dalle sue 
caratteristiche. 
Tale fenomeno genera onde libere alla frequenza del gruppo che si propagano poi verso 
la spiaggia e nella direzione contraria. Se le onde che si propagano verso la spiaggia si 
riflettono nella linea di costa e ritornano indietro, si puó formare una zona di 
interferenza con il gruppo incidente e l’ampiezza dell’ onda che si propaga dalla linea di 
costa varia in funzione della frequenza del gruppo e dell’ ampiezza della zona di rottura. 
Quindi riassumendo l’onda lunga é vincolata al gruppo durante la sua propagazione, il 
meccanismo di generazione di moti liberi proposto da Symonds si basa sulla rottura del 
gruppo e la variazione del punto di rottura nel tempo. Le due onde una vincolata al 
gruppo e l’altra ottenuta dalla variazione del punto di rottura si possono poi separare 
numericamente (List, 1992). 
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Schaffer (1993) incluse nel modello proposto da Symonds l’incidenza obliqua del gruppo 
ottenendo risultati che hanno mostrato un confronto migliore con i pochi dati 
sperimentali sulla generazione di ‘surf beat’ associato alla variazione del punto di 
rottura nel tempo (Kostense, 1984; Baldock et al. , 1999). 
 
2.2.3 Regione viscosa 
Deigaard e Fredsoe (1992) studiarono poi il fenomeno del trasporto netto di sedimento 
fuori dalla zona di rottura, che abbiamo giá visto essere la zona dove il gruppo di onde 
corte si rompe e la onda lunga si libera. 
Fuori dalla zona di rottura la onda lunga libera, combinandosi con il gruppo di onde 
incidente forma una zona stazionaria di interferenza che puó incidere sul trasporto di 
sedimento e causare l’accumulazione di sedimento nella posizione dell’ antinodo. 
Inoltre in condizioni di fondo piano il trasporto netto di sedimento associato alla 
propagazione di un gruppo di onde é differente dal trasporto associato a moto ondoso 
monocromatico con la stessa energia del gruppo, da qui l’esigenza di descrivere la 
differente struttura dello strato limite associata ad un gruppo e ad un treno 
monocromatico.  
Un aspetto interessante nella modellazione del trasporto di sedimento include il 
fenomeno della riflessione del gruppo e della sua onda lunga vincolata. Shi e Larsen 
(1984) svilupparono un modello considerando l’effetto della riflessione dell’onda lunga 
vincolata nel fenomeno del trasporto netto di sedimento, che portó alla conclusione che 
l’onda lunga vincolata puó indurre un contributo al trasporto netto di sedimento in 
direzione contraria alla direzione di propagazione del gruppo e vincolarono 
direttamente il trasporto netto in sospensione con lo sforzo di taglio nel fondo. 
In generale l’onda lunga vincolata produce un contributo negativo al trasporto di 
sedimento. Il contributo indotto dalle onde lunghe stazionarie puó determinare inoltre 
la formazione di barre vicino alla linea di costa (Liu, O’Hara y Huntley, 1994). 
Nello studio dell’idrodinamica di un gruppo nella regione viscosa risultano 
fondamentalmente importanti lo studio di Deigaard, Jakobsen y Fredsoe (1999) che 
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formularono numericamente lo strato limite associato alla propagazione di un gruppo in 
condizioni di moto progressivo e un modello analitico proposto da Sánchez-Badorrey e 
Losada (2006) e formulato nell’ ipotesi di profonditá costante, fuori dalla zona di rottura 
e in condizioni di riflessione prodotta da una parete verticale impermeabile. Lo studio 
include l’onda lunga vincolata e anche l’onda lunga libera riflessa. 
Sanchez e Losada formularono cosí un modello analitico che descrive le caratteristiche 
idrodinamiche a partire dalla regione non viscosa, nello strato limite del fondo 
includendo il caso di incidenza obliqua. Usando il metodo WJKB e Mei (1992) gli autori 
definirono l’esistenza di un regime debolmente non stazionario (WUR) e un regime 
stazionario (SR) nella scala del tempo e di un regime debolmente non omogeneo 
(WNHR) e un regime omogeneo nella scala spaziale. La formulazione prevede peró una 
viscositá costante con la profonditá anche se questa potrebbe cambiare con la 
profonditá come per esempio si mostra in altri modelli che assumono una dipendenza 
lineare con la profonditá (Grant y Madsen, 1979). Nel modello si considera inoltre 
l’influenza delle onde lunghe libere riflesse come possibile meccanismo di generazione 
di fenomeni di  inversione del flusso, lo spessore dello strato limite inoltre mostra nel 
modello una pulsazione lenta che puó influire sulla distribuzione verticale del sedimento 
e sul trasporto netto di sedimento. 
 
2.2.4 Indagini sperimentali e trasporto di sedimento di gruppi modulati di onde 
Dimostrata quindi l’influenza diretta nel contributo netto del trasporto di sedimento nel 
fondo e in sospensione della struttura dello strato limite é importante studiarne le 
caratteristiche nel caso di un gruppo modulato di onde e nel caso specifico di un gruppo 
regolare utilizzando indagini in situ, misure sperimentali in laboratorio e modelli 
numerici e analitici sempre piú sofisticati che nascono dal confronto diretto con i dati 
sperimentali. 
Anche se di fondamentale importanza nello studio del tema, le indagini sperimentali 
risultano scarse dovute alla difficoltá tecniche di misurare in una regione vicino al fondo 
dell’ ordine di alcuni mm, sebbene le moderne tecniche di anemometria laser e di 
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processazione di immagine oggi permettano di realizzare con notevole precisione questi 
studi. 
Tra gli studi sperimentali dell’ idrodinamica e trasporto di sedimento associato a gruppi 
Sanchez-Badorrey et al. (2006) investigarono con velocimetria laser un gruppo di onde 
regolare su un fondo fisso orizzonale e impermeabile con riflessione prodotta a causa di 
una parete verticale impermeabile. Gli autori si concentrarono sulla descrizione del 
campo di velocitá nello strato limite e sulla sua struttura modulata nel tempo nella scala 
dell’ onda corta (WUR) e del gruppo (SR). Bramato et al. (2007) proposero una 
metodologia complessa per lo studio dell’ idrodinamica dello strato limite basata su una 
serie di dati sperimentali della velocitá mediati nella fase, dati ottenuti mediante 
velocimetria laser.  Domen-Janssen y Hanes, (2004) si concentrarono invece sul tema del 
trasporto di sedimento dovuto ad un gruppo investigando il fenomeno e utilizzando in 
laboratorio un fondo mobile di arena. 
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Capitolo 3 
Idrodinamica di gruppi regolari 
 
 
3.1 Descrizione di un gruppo regolare di onde 
Un gruppo regolare di onde si ottiene nell’ ambito della teoria lineare d’onda come 
somma di due onde monocromatiche con una piccola differenza nella frequenza 
angolare Schaffer (1990). 
Se indichiamo con  e  le frequenze angolari delle due onde che costituiscono il 
gruppo molto prossime tra di loro. Possiamo scrivere: 
d      (3.1) 
d      (3.2) 
dove  si definisce frequenza angolare dell’onda corta principale. Nella Figura 3.1 si 
mostra l’evoluzione della superficie libera nel tempo raccolta da un sensore di livello, 
ubicato in un punto fisso nel canale di generazione d’onda relativo ad un gruppo 
regolare di onde stazionario.  
Il gruppo mostra due differenti scale naturali nel tempo e nello spazio, una relativa al 
periodo e alla lunghezza d’onda dell’onda corta principale e l’altra relativa alla scala del 
gruppo o onda lunga associata. 
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                                                     Tg,Lg 
                                                                     T,L 
 
Figura 3.1 Evoluzione della superficie libera nel tempo di un gruppo d’onda regolare 
stazionario 
 
Tipicamente queste scale sono dell’ ordine di 10 secondi e 100 metri nel tempo e nello 
spazio nel caso della scala dell’onda corta e dell’ ordine di 100 secondi e alcuni 
chilometri nella scala del gruppo. 
In generale, un gruppo di onde regolari si descrive utilizzando tre parametri. 
1. Parametro di modulazione che si definisce come 1
d
O  e rappresenta il 
rapporto tra il periodo dell’ onda corta, T, e il periodo del gruppo, Tg. Questo parametro 
regola il numero di onde presenti in ciascun gruppo e influenza direttamente la 
modulazione del gruppo. 
2. Parametro di amplificazione che si definisce come 0,1
a
a
 e rappresenta il 
rapporto tra le ampiezze delle due onde che costituiscono il gruppo. Con a =a, dove a é 
l’ampiezza dell’ onda corta principale del gruppo. Questo parametro influenza la forma 
dell’ inviluppo, ottenuto congiungendo i punti di massimo o minimo delle onde del 
gruppo. Nel caso di un treno di onde monocromatico il valore di  é uguale a zero. 
3. Parametro di Stokes che si definisce come  e rappresenta il prodotto tra 
l’ampiezza dell’ onda corta principale che convenzionalmente si pone uguale a a  e il 
suo numero d’onda. Il numero d’onda si conosce a partire dal periodo, T, e dalla 
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profonditá, h, del fondo rispetto al livello medio dell’ acqua o colonna d’acqua in 
condizione di flusso a riposo. Inoltre si suppone che  .  
Adottando le seguenti ipotesi si puó descrivere il gruppo nell’ipotesi della teoria lineare 
d’onde. Si assume che il parametro di modulazione e il parametro di Stokes siano dello 
stesso ordine. La Figura 3.1 si riferisce ad un gruppo di onde regolare caratterizzato dai 
parametri giá definiti e riportati nella tabella 3.1. 
 
Altezza Profond T1 T2 
Periodo 
(Gruppo) 
Periodo 
(Onda corta) 
Ampiezze 
(Hmax) (h) (T  (T  (Tg) (T) (a , a ) a /a  (T/Tg) 
0.04 m 0.46 m 1.1 s 0.9s 13.73 s 1.03 s 0.01 m 1.0 0.075 
 
Tabella 3.1 Caratteristiche principali di un gruppo regolare di onde 
 
 
3.2 Riflessione del gruppo in presenza di opere marittime 
Il moto stazionario si genera a causa della riflessione totale del gruppo all’impattare 
contro una struttura verticale impermeabile. Nel caso di un molo verticale di un porto, 
se conosciamo il campo di velocitá istantaneo, da questo ottenendo dei valori mediati 
nel tempo nelle scale caratteristiche del problema si ricavano la velocitá di deriva di 
Euleriane, che unite alla velocitá di deriva Lagrangiana determinano cambi nella 
morfologia del fondo con formazione di barre che sono vincolate direttamente con la 
posizione degli antinodi (dove la velocitá verticale é massima). Questo determina a sua 
volta la formazione di celle di circolazione caratterizzate da fenomeni di trasporto 
(Carter et al. (1973)Irie & Nadaoka (1984) O’Donoghue (2001)). In natura un fenomeno 
del genere si verifica in presenza di un molo verticale di un porto come si mostra nelle 
Figure 3.2.  
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Figura 3.2 Foto di strutture marittime che inducono riflessione del moto ondoso e forme 
ritmiche nel fondo (Sanchez-Badorrey e Losada, 2007) 
Motril (Granada) 
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3.3 Formulazione del problema idrodinamico 
La risoluzione del problema porta alla descrizione dell’idrodinamica indotta da un 
gruppo regolare nella regione viscosa e non viscosa del dominio di integrazione.  
Si adottano delle ipotesi di partenza che permettono semplificare il problema analitico. 
La soluzione del problema permetterá identificare matematicamente il campo di 
velocitá associato alla propagazione del gruppo, fare delle previsioni sul fenomeno del 
trasporto di sedimento e poter proteggere direttamente le opere marittime da danni 
che possono essere generati sia a causa di problemi di natura strutturale e sia da 
fenomeni di instabilitá del fondo in prossimitá di una struttura. L’indagine matematica e 
un’interpretazione fisica risultano strumenti adeguati per fare previsioni solo se sono 
confrontati con risultati sperimentali e in situ. In questo contesto quindi, si inserisce il 
tema della seguente tesi, che é principalmente un’indagine sperimentale. Pero prima di 
addentrarci nel tema sperimentale é necessario formulare analiticamente il problema. 
 
Le ipotesi adottate nella formulazione del problema idrodinamico risultano: 
 
 Il problema analitico si risolve in due dimensioni. La soluzione del problema si 
scrive rispetto all’ asse x che ha direzione coincidente con la direzione di 
propagazione del gruppo e rispetto all’ asse z, preso ortogonale all’ asse x.  
 Il gruppo si propaga su un fondo fisso, orizzontale e impermeabile. 
 L’analisi si riferisce al rango di profonditá relative intermedie dove gli effetti di 
non linearitá sono meno evidenti. Adottando questa ipotesi si puó trascurare la 
rottura del gruppo, la frizione con il fondo e le interazioni non lineari tra le 
componenti del gruppo. 
 L’unico fenomeno che si considera é la riflessione totale del gruppo che si 
ottiene grazie all’ interazione del gruppo con una parete verticale impermeabile. 
Si assume pertanto un coefficiente di riflessione pari all’unitá. 
 Il regime idraulico si suppone turbolento liscio. 
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La metodologia adottata nella formulazione del problema idrodinamico considera i 
seguenti aspetti: 
 
a) L’esistenza di uno strato limite in prossimitá del fondo induce ad analizzare il 
problema in due domini d’integrazione differenti: 
 Zona non viscosa dove il flusso puó essere considerato incompressibile, 
irrotazionale e ideale e dove si possono trascurare gli effetti dovuti alla viscositá. 
In questa zona consideriamo un regime di Stokes lineare con parametro s<<1, 
inoltre nell’ ipotesi di onde di piccola ampiezza il processo di linearitá implica 
supporre che ka<<1. 
 Zona viscosa dove gli effetti della viscositá risultano dominanti e il flusso non puó 
essere considerato potenziale, in tale zona prossima al fondo il flusso non scivola 
sul contorno solido e si verifica l’esistenza di vorticitá e sforzi di taglio. 
 
Tutti i fenomeni che si verificano nello strato limite si generano non perché la 
viscositá é maggiore in questa zono ma solo perché il gradiente di velocitá 
normale alla superficie solida é molto elevato e lo spessore molto ridotto. Lo 
spessore dello strato limite rappresenta una zona di transizione tra la velocitá 
nulla nel fondo e la velocitá del flusso potenziale fuori dello strato limite. 
Prandtl (1904) fu il primo ad introdurre il concetto di strato limite, perché incontró 
una certa discrepanza tra i risultati sperimentali e la teoria analitica esistente nella 
zona vicino ad un contorno solido e stabilì che gli effetti viscosi in tale zona 
risultavano importanti anche se la viscosità era molto ridotta. Questi effetti sono 
responsabili del fatto che non si compia la condizione cinematica nel fondo. 
Prandt fu il primo ad unificare due discipline di studio, i fluidi reali e ideali, 
apparentemente senza connessione, introducendo il concetto di strato limite e 
facendo delle previsioni sul suo spessore. 
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b) La zona non viscosa influenza la regione viscosa pero la regione viscosa non influenza 
la zona di flusso potenziale.  
Per questo motivo si descriverá prima la idrodinamica nella regione non viscosa e 
successivamente quella nella regione viscosa ricordando che la prima ‘forza’ la 
seconda. 
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Capitolo 4 
Idrodinamica della regione non viscosa 
 
 
 
 
 
Per risolvere il problema si introduce una funzione scalare che si definisce potenziale di 
velocitá e che si indica con T . Si ha per il teorema di Kelvin nell’ ipotesi che: 
1. Il flusso sia realmente non viscoso. 
2. Le forze esterne siano conservative. 
Che per ogni particella fluida la vorticitá si mantiene costante. La consequenza 
immediata di questo teorema é che se il fluido é inizialmente irrotazionale tale 
condizione si mantiene costante. Nell’ ipotesi dunque di flusso irrotazionale si puó 
definire in ciascun punto del fluido il potenziale di velocitá T : 
     (4.1) 
Il potenziale di velocitá totale risulta dato dalla somma di una quantitá incidente e una 
quantitá riflessa. La relazione esistente tra il campo di velocitá e il potenziale di velocitá 
é la seguente: 
     (4.2) 
Le componenti del vettore di velocitá risultano dunque: 
T I R
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    (4.3) 
 
dove x rappresenta l’asse orizzontale e z rappresenta l’asse verticale.  
Lo schema del problema si rappresenta in Figura 4.1. 
T I R
I
R
z=0
CR
z
x
z=-h
 
Figura 4.1 Schema del problema 
 
4.1 Equazioni di governo 
4.1.1 Equazione di continuitá 
Uno dei principi fisici piú importante dell’idrodinamica é il principio di conservazione 
della massa. Facendo uso di considerazioni molecolari sulla materia costituente il corpo 
si dimostra che solo sforzi di compressione estremamente grandi potrebbero 
determinare un cambio nella densitá del fluido e per questo motivo si puó accettare 
l’ipotesi che l’acqua sia incomprimibile. Fisicamente, se consideriamo una superficie di 
controllo fissa nel piano (x,z) di lati dx e dz il principio di conservazione della massa 
implica che il flusso netto per unitá di spessore attraverso la superficie di controllo deve 
essere nullo. Il principio si mostra nella Figura 4.2. 
 
, ,
T T
T Tu w
x z
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u u+ dudx dx
w
dw
dzw+ dz
dz
dx
 
Figura 4.2 Principio di conservazione della massa 
 
Matematicamente si puó scrivere: 
     (4.4) 
e analogamente: 
       (4.5) 
 
4.1.2 Equazione di Laplace 
Facendo uso del potenziale di velocitá e dell’ equazione di continuitá sostituendo la 
equazione (4.3) nella (4.4) si ottiene l’equazione di Laplace: 
, o 2 0T , Th z  (4.6) 
Questa permette quindi di scrivere l’equazione di continuitá in funzione del potenziale 
di velocitá , il dominio di integrazione é limitato superiormente dalla superficie libera 
totale. 
 
4.1.3 Equazioni di conservazione del movimento 
Accanto al principio di conservazione della massa esiste nel campo dell’ idrodinamica il 
principio di conservazione del movimento. Secondo tale principio per ciascuna particella 
fluida é necessario che: 
        (4.7) 
Dove m é la massa e il termine al secondo membro rappresenta la somma di tutte le 
forze che agiscono sulla particella, di tipo normale, tangenziale e volumetriche. Secondo 
gli assi x e z queste forze si riassumono come: 
0
T Tu w
x z
2 2
2 2
0
T T
x z
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T T
T
visc
du p
F
dt x
    (4.8) 
T T
T
visc
dw p
g F
dt z
    (4.9) 
Dove  é la densitá del fluido, pT la pressione totale, g é l´accelerazione di gravitá e FTvisc 
le forze viscose. Per ogni particella fluida la velocitá é una funzione del tempo 
 e per questo si puó scrivere che: 
T T T Tdu u u dx u dz
dt t x dt z dt   
 (4.10) 
T T T Tdw w w dx w dz
dt t x dt z dt   
 (4.11) 
 
4.1.4 Equazioni di Navier-Stokes 
Usando le equazioni (4.10) e (4.11) si ottengono le equazioni generali di Navier-Stokes: 
2
T T T T T
T T Tdu u u u pu w u
dt t x z x
  (4.12) 
 2
T T T T T
T T Tdw w w w pu w g w
dt t x z z
 
(4.13) 
Dove  é la viscositá cinematica. 
 
4.1.5 Equazioni di Eulero  
Se nelle equazioni di Navier-Stokes si trascurano le forze viscose (regione non viscosa) si 
ottengono le equazioni di Eulero: 
1T T T TT Tu u u pu w
t x z x
   (4.14) 
1T T T TT Tw w w pu w g
t x z z
  (4.15) 
Queste equazioni si possono scrivere come: 
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2 21
2
T T T T
T
T Tu u uu w u w
t x z x t
 (4.16) 
 (4.17) 
dove: 
1 T Tp p
gz
x x
    (4.18) 
1 T Tp p
g gz
x z
   (4.19) 
 
4.1.6 Equazione di Bernoulli  
Integrando le equazioni di Eulero rispetto all’ asse x e z, nell’ ipotesi che il potenziale di 
velocitá sia una funzione di classe C2, si ottiene l’equazione di Bernoulli con la costante 
di integrazione definita come costante di Bernoulli che supponiamo dipendere solo dal 
tempo. 
2 2
1
( )
2
T T T T
Tpgz C t
x z t
 (4.20) 
Nella soluzione che incontreremo al primo ordine la costante di Bernoulli si porrá uguale 
a zero. Nel caso di gruppi regolari, con presenza di onde lunghe, la costante di Bernoulli 
(i.e. livello medio) puó essere una quantitá diversa da zero di ordine O( 2). 
 
4.2 Problema matematico 
Il problema consiste nel risolvere l’equazione di Laplace specificando determinate 
condizioni al contorno. Le condizioni al contorno possono essere cinematiche o 
dinamiche. 
 
2 21
2
T T T T
T
T Tw w wu w u w
t x z z t
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4.2.1 Condizione cinematica al fondo 
Nel fondo il flusso segue la superficie solida e per questo motivo il flusso deve essere 
parallelo al fondo. Questo significa che nel fondo solo esitono velocitá orizzontali. La 
condizione cinematica nel fondo si puó scrivere come: 
0,
T
T T
zw z h
z
    (4.21) 
 
4.2.2 Condizione cinematica sulla superficie libera 
Questa condizione implica che non esista flusso attraverso la superficie di separazione 
tra aria e acqua. Questo significa che le particelle che si trovano sulla superficie libera 
non l’abbandonano. Se l’equazione della superficie libera si scrive come: 
( , , ) ( , )T TF x z t z x t  in ( , , ) 0TF x z t   (4.22) 
La sua derivata risulta: 
0
T T T TDF F F dx F dz
Dt t x dt z dt
   (4.23) 
che equivale all’ espressione: 
0
T T
T Tu w
t x
, z= T    (4.24) 
T T T T
z t x x
    (4.25) 
 
4.2.3 Condizione dinamica sulla superficie libera 
Sulla superficie libera la pressione deve essere uniforme in tutta la superficie. Per un 
fluido Newtoniano incomprimibile, non viscoso e irrotazionale, la condizione dinamica 
sulla superficie libera si definisce applicando l’equazione di Bernoulli in ,Tz x t , 
assumendo che la pressione sia uguale a quella atmosferica, e quindi nulla. La 
condizione dinamica sulla superficie libera risulta dunque: 
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 (4.26) 
 
4.2.4 Condizione di periodicitá nel tempo e nello spazio 
In presenza di un gruppo modulato di onde il movimento oscillatorio presenta come 
abbiamo giá visto, distinte scale naturali nel tempo e nello spazio. Nel caso di gruppi 
regolari queste scale sono: 
a. Tg e Lg periodo e lunghezza d’onda dell’ onda lunga vincolata. 
b. T e L periodo e lunghezza d’onda dell’ onda corta principale. 
Per questo per lo studio del gruppo il metodo piú idoneo é il metodo JWKB e la 
formulazione di Schaffer (1990). La descrizione del gruppo deve essere condotta in 
funzione del parametro di modulazione  e quello di amplificazione , che rappresenta 
una misura relativa delle grandezze relative all’onda corta rispetto a quelle del gruppo. 
Dovuto all’ esistenza di differenti scale nel tempo e nello spazio, il concetto di valore 
medio dovrebbe essere valutato in funzione delle distinte scale naturali caratteristiche 
del problema definendo possibili regimi oscillatori medi nel tempo e nello spazio nella 
scala dell’ onda corta e del gruppo. 
 
4.2.5 Condizione al contorno laterale 
La parete verticale si suppone totalmente riflettente, per questo la velocitá orizzontale 
deve essere nulla su di essa. Quindi la condizione al contorno sulla superficie della 
parete si puó scrivere come: 
0, 0
T
Tu x
x
     (4.27)  
 
 
2 2
1
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2
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T Tg z
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4.3 Soluzione analitica del problema non lineare 
La soluzione dell’ equazione di Laplace con le dovute condizioni al contorno presenta 
due problemi matematici: 
1. Le condizioni al contorno sulla superficie libera non sono lineari. 
2. Non si conosce a priori il valore di .  
Per questo se l’ampiezza dell’ onda corta ‘a’ é molto piú piccola della lunghezza d’onda, 
L, si possono trascurare i termini non lineari nelle equazioni di contorno. Se si considera 
che la superficie libera T  é una quantitá infinitesima questa si puó sviluppare in serie di 
Taylor intorno a z=0 e le condizioni al contorno per z= T  si possono approssimare in 
z=0. 
 
4.3.1 Linearizzazione del problema di contorno non lineare 
Considerando il caso piú generale possibile di un moto ondoso monocromatico 
progressivo, l’approssimazione analitica principalmente usata per indagare il 
comportamento di onde di ampiezza finita usata da Stokes si basa sul metodo della 
perturbazione della soluzione. La soluzione puó essere scritta in termini di espansione in 
serie di potenza del parametro  dello stesso ordine di grandezza  di  .  
2
1 2
1
...n n
n
   (4.28) 
2
1 2
1
...n n
n
C C C C     (4.29) 
2
1 2
1
...n n
n
    (4.30) 
La teoria d’onda di piccola ampiezza si basa sul fatto che il movimento é 
sufficientemente piccolo da permettere la linearizazzione delle condizioni al contorno 
nella superficie libera. Se il fluido é incomprimibile e irrotazionale, senza tensione 
superficiale o pressione applicata sulla superficie libera, il problema al contorno non 
lineare risulta definito da: 
T
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1. Equazione di Laplace 
,     (4.31) 
Dove xx rappresenta la derivata seconda rispetto a x, e zz é la derivata seconda 
rispetto a z. Utilizzando lo stesso formalismo si scrive: 
 
2. Condizione cinematica nel fondo (condizione di permeabilitá): 
,    z h x    (4.32) 
3. Condizione dinamica sulla superficie libera: 
    , ,z x t
 
 (4.33) 
Dove i termini  sono termini che trascuriamo nella teoria lineare. 
4. Condizione cinematica sulla superficie libera (condizione di flusso nullo 
attraverso la superficie libera): 
  ,     (4.34) 
Dove i termini  sono trascurabili in teoría lineare. Ricordando che  
, e applicando l’operatore derivata totale: 
   (4.35) 
La condizione cinematica sulla superficie libera si puó scrivere come: 
       (4.36) 
L’ equazione di Bernoulli risulta: 
       (4.37) 
Apliccando l’operatore: 
    (4.38) 
 
 
0xx zz ,h x z x t
0z
,z x t
42 
 
 
E Utilizzando la condizione cinematica sulla superficie libera,  . Infine 
ragguppando tutti i termini: 
  , ,z x t   (4.39) 
Che rappresenta la condizione combinata sulla superficie libera e si ottine combinando 
l’equazione 4.34 e 4.37.  
Il problema al contorno resulta dunque definito dalle equazioni: 
1. ,  
2. ,  
3. ,  
4. ,  
Tale procedimento é stato ottenuto secondo Mei (1982) e si trova completamente 
risolto in Roldan (1994). Assumiamo che la soluzione puó essere rappresentata in 
termini di espansione in serie di potenza del parametro  relazionato con , dove H 
é l´altezza d´onda, L é la lunghezza e h é la profonditá della colonna d´acqua. Visto che la 
superficie libera é sconosciuta a priori é vantaggioso applicare uno sviluppo in serie di 
Taylor intorno a z=0. Se si considera la condizione combinata di contorno (3) che viene 
sviluppata in serie di Taylor fino al secondo ordine: 
(36)z=  = (36)z=0+
2 2
20 0
36 36 ...
2z zz z
 (4.40) 
 
   (4.41) 
Analogamente consideriamo la condizione di contorno (4) che viene sviluppata in serie 
di Taylor fino al secondo ordine ottenendo: 
   
       (4.42) 
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Ricordando che: 
    (4.43) 
     (4.44) 
Sostituendo nell´equazione di Laplace: 
   (4.45) 
 
Perché questa equazione si compia indipendente da  : 
1.  ,   n=1,2,…          
2.  ,    n=1,2,…        
3. 
,         
4. ,  
 
Raggruppando: 
=0,   
         (4.46) 
Possiamo dividere il problema iniziale in due problemi di primo e secondo ordine, 
. Il problema al primo ordine risulta: 
1.  ,        (4.47) 
2.  ,          (4.48) 
3. ,       (4.49) 
4. ,        (4.50) 
L’integrazione dell’ equazione differenziale 4.49 in z=0 utilizzando la tecnica di 
separazione di variabili (Baquerizo e Losada, 2004. Appendice A) permette incontrare 
l’espressione analitica del potenziale di velocitá al primo ordine per un’onda 
monocromatica progressiva. L’unica incognita nell’ equazione 4.49 é rappresentata dal 
potenziale di velocitá 1(x,z,t)=X(x)Z(z)T(t) nella forma generale di prodotto di tre 
funzioni. 
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4.4 Soluzione del potenziale al primo ordine di un onda monocromatica 
progressiva 
Applicando il metodo di separazione delle variabili, il potenziale di un onda 
monocromatica  progressiva si puó scrivere come: 
   (4.51) 
con 
*
. . cosh e
2
i x tA
c c z h , dove A* é il complesso coniugato di  A. Questa 
soluzione soddisfa l’equazione di Laplace e la condizione cinematica nel fondo. 
Sostituendo  nell’ equazione 4.49, ponendo C1=0 (il livello medio dell’ acqua coincide 
con il livello medio a riposo z=0):  
1 1tt zg       (4.52) 
Si ottiene: 
     (4.53) 
E quindi: 
1
1
. .
2
i x t
e c c      (4.54) 
Se si sostituisce l’equazione 4.53 e 4.54 nell’ equazione 4.50, si ottiene: 
1 1
cosh cosh
g ig
A
i h h
   (4.55) 
Da cui si ricava l’espressione del potenziale di velocitá: 
1
cosh
e . .
2 cosh
i x t
z hig
a c c
h
  (4.56) 
 
4.5 Soluzione del potenziale di velocità per una onda monocromatica stazionaria 
La soluzione di un onda stazionaria si ottiene come soluzione del problema di onda 
progressiva di ampiezza nota che incide normalmente su una parete verticale 
impermeabile. 
1 cosh e . .
2
i x tA
z h c c
2 tanhg h
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Il potenziale si puó scrivere come sovrapposizione di un’onda progressiva di ampiezza 
 che viaggia nella direzione positiva dell’ asse x (onda incidente) e un’onda 
progressiva di ampiezza  che viaggia in direzione contraria: 
' '( , , ) ( )T ikx ikx i tp I R
ig
x z t K z A e A e e  (4.57) 
Se si applica la condizione di impermeabilitá sulla parete verticale si ottiene che tutta 
l’energia incidente si riflette sulla parete e  . 
La funzione potenziale risulta: 
'( , , ) ( )2 cosT i tp I
ig
x z t K z A kxe = ( )2 cos cos( )p I I
g
K z A kx t  (4.58) 
La superficie libera risulta: 
'( , ) 2 cosT i tIx t A kxe = 2 cos cos( )I IA kx t  (4.59) 
con ' IiI IA A e , dove I è l’argomento dell’ ampiezza d’onda complessa
'
IA . 
L’equazione 4.59 rappresenta un movimento nel quale la superficie libera oscilla senza 
propagarsi con una ampiezza che varia con la distanza dalla parete: 
( ) 2 cos( )IA x A kx       (4.60) 
I valori massimi della superficie libera si chiamano antinodi e hanno una ampiezza di 
2 IA  e si verificano in punti dove cos( ) 1kx  mentre i punti in cui non si osserva nessun 
movimento nella superficie libera si chiamano nodi.  
Il primo punto nodale si trova ad una distanza dalla parte di x=L/4 mentre i successivi 
sono distanziati di L/2 in direzione x. In generale i movimenti superficiali oscillano tra 
due posizioni estreme che si ottengono per t=0 e per t=T/2. 
Il punto x=0 (parete verticale) é un punto caratterizzato della sola velocitá verticale. 
 
4.5.1 Campo di velocitá 
Il campo di velocitá di un’onda stazionaria si ottiene derivando la funzione potenziale, se 
indichiamo con le lettere maiuscole UT e WT le componenti della velocitá nella regione 
non viscosa si ottiene: 
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cosh ( )
2 sin cos( )
cosh
T
I I
gk k z h
U A kx t
kh
  (4.61) 
sinh ( )
2 cos sin( )
cosh
T
I I
gk k z h
W A kx t
kh
  (4.62) 
Negli antinodi, la velocitá ha solo componente verticale mentre nei punti nodali la 
velocitá ha solo componente orizzontale. La velocitá orizzontale e verticale sono in fase 
rispetto al tempo. Come si puó osservare nella Figura 4.3 il profilo di velocitá verticale 
sulla superficie libera (z=0) e lungo il canale, rappresentata qui per vari istanti di tempo, 
é caratterizzato da punti con velocitá nulla e da punti con valore massimo della velocitá. 
I punti caratterizzati da una velocitá nulla si chiamano nodi e occupano una posizione 
fissa nello spazio e nel tempo. 
 
Figura 4.3 Simulazione  analitica della velocitá verticale in superficie generata da un 
treno di onde monocromatiche stazionarie.T=1.03 sec, A=0.02 m, h=0.46 m. 
 
 
Il primo punto si trova a una distanza dalla parete impermeabile uguale a L/4 e i 
successivi a una distanza x=L/4 +pL/2 con p che rapresenta un numero intero, questi 
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punti corrispondono a valori di velocitá orizzontale massima. I punti dove la velocitá 
verticale é massima si chiamano antinodi ed anche la posizione di questi punti risulta 
fissa nello spazio e nel tempo. 
 
4.6 Cinematica di un gruppo di onde regolare 
Prima di risolvere il problema al primo ordine del potenziale di velocitá per il caso di un 
gruppo, é conveniente descrivere la cinematica di un grupo di onde regolare 
progressivo. Nella descrizione di un gruppo di onde regolari si e´ stabilito che questo si 
ottiene dalla sovrapposizione di due onde monocromatiche con una piccola differenza 
nella fase. La superficie libera pertanto si puo´scrivere al primo ordine di Stokes rispetto 
al parametro =O(ak) come: 
, ,k k    (4.63) 
La differenza di fase tra onde monocromatiche puó essere rappresentato nel caso piú 
generale come una piccola differenza  nella frequenza angolare (Schaffer, 1990).   
       (4.64) 
 é dell’ ordine O ( 2) e in funzione della frequenza dell’onda corta, si puó scrivere 
come . 
 
4.7 Equazione di dispersione per un gruppo di onda regolare 
La superficie libera relativa ad un gruppo regolare deve soddisfare la condizione al 
contorno cinematica 0w
t  
in z=0. Applicando questa condizione si ottiene 
l’equazione di dispersione:  
    (4.65) 
1. In profondita’ indefinite, kh>>1 (kh> ) commettendo un errore del 0.37% si puó 
approssimare  e quindi: 
        (4.66) 
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        (4.67) 
 dove Cg=C/2 si chiama celeritá del gruppo, mentre che C é la celeritá dell’onda 
corta. 
2. In profonditá ridotte  kh<<1 (kh< ) commettendo un errore del 3.2% si puó 
approssimare  e quindi: 
        (4.68) 
 dove . 
In generale in tutto il dominio di profonditá considerato, un cambio di frequenza 
angolare presuppone un cambio del numero d’onda. 
 
4.8 Soluzione del potenziale di velocitá per un gruppo regolare stazionario 
Il potenziale totale si ottiene come sviluppo di potenziali parziali in funzione del 
parametro . Se supponiamo che un gruppo modulato di onde é formato da un treno 
trasportante con frequenza,  e numero d’onda, k  e modulazioni nella scala della 
lunghezza e del tempo che almeno sono di ordine X1= x ed T1= t. Il potenziale di 
velocitá totale si puó scrivere in funzione del parametro di Stokes come: 
1
n
n s
n
      (4.69) 
Considerando que  <<1 ciascun termine  si puó espandere in funzione del 
parametro di modulazione come: 
0 22 4
n n n O     (4.70) 
Di questa espansione si considera solo il primo termine della serie  
0
1s
, dove  
0
1 1
 é il treno di onda corta modulato (gruppo) e la onda lunga vincolata del 
primo ordine associata a esso. 
Nel caso della riflessione, 
0
1  include anche l’onda lunga riflessa. Lo sviluppo completo 
del potenziale di velocitá per il caso di un gruppo regolare si trova completamente 
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risolto in Roldan (2004) e la metodologia utilizzata si riporta nell’ appendice B. Nel caso 
della riflessione del gruppo il potenziale totale di velocitá si scrive come la somma dei 
potenziali incidente e riflesso. 
1 1
T I R I R
 
  (4.71) 
Utilizzando la tecnica JWKB: 
Se n=1, m=(-1,0,1): 
/ / / / /
1 10 11 1 1exp exp
I R I R I R I R I Ri i  (4.72) 
Dove *1 1 11   é il complesso coniugato di 11 , con: 
1,1 1,1
2
I ig f z A      (4.73) 
1,1 1,1
2
R
R
ig
f z C B     (4.74) 
A1,1 e B1,1 sono le ampiezze modulate dei treni d’ onda corta incidente e riflesso. 
Le sue espressioni risultano: 
1,1 exp expg gA a i i    (4.75) 
 
1,1 exp exp
R R
R g gB aC i i  
 (4.76) 
 
CR=1 é il coefficiente di riflessione dell’ onda corta. Ponendo la frequenza angolare del 
gruppo uguale a    e il numero d´onda relativo al gruppo 
g
g
T
g
C
 
Le fasi  Rg   e 
I
g si scrivono come: 
1 1
R
g gX T      (4.77) 
con: 
                          1 1
I
g gX T                                                               (4.78) 
Le fasi  e del gruppo d’onda riflesso si scrivono come: 
R kx t                     (4.79) 
I kx t                                                                       (4.80) 
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L’ampiezza di un gruppo d’onde regolare é modulata nella scala dell’onda corta e del 
gruppo. Si puó osservare che nel caso monocromatico invece l´ampiezza é un termine 
costante. Il termine 10 non dipende da z, e risulta una funzione di (X1,T1). Si trova come 
soluzione del problema per n=3 e m=0 (Roldan, 1994). Rappresenta il contributo dell’ 
onda lunga del gruppo incidente e riflessa e il possibile contributo delle onde lunghe 
libere generate dall’ interazione del gruppo con la struttura riflettente. La struttura del 
potenziale 10 é stata ottenuta da Losada et al. (2003). In questo studio non si considera  
questo termine nella valutazione del potenziale di velocità. 
 
4.8.1 Campo di velocitá  
Il campo di velocitá in un problema bidimensionale risulta definito se si conoscono le 
componenti orizzontale e verticale della velocitá:  
,
T
T TU U W

     (4.81) 
1 1
I R
TU
x x
    (4.82) 
 
1 1
I R
TW
z z
  
  (4.83) 
 
Le derivate si fanno con rispetto a x e z e non tengono in considerazione i contributi dell’ 
onda lunga.  
4.8.2 Superficie libera  
1
T T       (4.84) 
1 1 1
T I R       (4.85) 
L’ equazione  della  superficie libera al primo ordine si ottiene dal potenziale di velocitá 
come: 
1 1,
T T
tg       (4.86) 
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4.8.3 Campo di pressione  
Il campo di pressione totale risulta: 
T
T
t
P
gz
   
  (4.87) 
La pressione dinamica si ottiene come differenza tra la pressione totale e la pressione 
idrostatica: 
T T
dP P gz      (4.88) 
L’ equazione al primo ordine risulta: 
/ /
,1 1
I R I R
dP
t
     (4.89) 
A partire dal campo di velocitá, considerando l’espressione della velocitá verticale si 
possono individuare punti dove la superficie libera del gruppo é massima che 
chiameremo antinodi e punti dove non si osserva nessun movimento che chiameremo 
nodi. Individuata la posizione di questi punti singolari risulta interessante fare un 
confronto con  la posizione dei nodi e gli antinodi del caso monocromatico stazionario. 
Dalla Figura 4.4  si osserva como in realtá i nodi e gli antinodi nel caso di un gruppo 
regolare non accupino posizioni fisse , non oscillano come nel caso monocromaico ma si 
muovono nel dominio spaziale e temporale. 
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Figura 4.4 Simulazione analitica della velocitá verticale in superficie per gruppi di onde 
stazionarie 
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Capitolo 5 
Idrodinamica della regione viscosa 
 
 
 
Nella zona vicino al fondo gli effetti delle forze viscose no si possono trascurare, senza 
dubbio in tutto il resto del campo fluido le forze d’inerzia risultano dominanti e il flusso 
si approssima a potenziale potendo trascurare l’influenza della viscositá. Nello strato 
limite la velocitá passa dal valore nullo sul contorno solido ad un valor che il flusso 
possiede nella regione non viscosa. 
In questa zona si verifica che il gradiente di velocitá in direzione normale al contorno 
solido 
u
z
 risulta molto grande. La viscositá molto ridotta  del fluido esercita un’ 
influenza fondamentale sulle caratteristiche del fluido stesso e il valore  dello sforzo di 
taglio 
u
z  
 risulta considerevole. 
Nell’ipotesi che lo spessore dello strato limite sia ridotto se confrontato con una 
dimensione lineare caratteristica del problema come la lunghezza d’onda in superficie L 
o il raggio di curvatura R della superficie libera, si possono effettuare possibili 
approssimazioni nelle equazioni di movimento, approssimazioni che sono state 
introdotte per la prima volta da Prandt. 
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Nell’ ipotesi che il movimento sia bidimensionale, la condizione che lo spessore dello 
strato limite sia R  ci permette  di far rifermento alle coordinate cartesiane (x,z), 
supponendo che il contorno solido sia un fondo piano posto a z=0 con l’asse x 
longitunale sul contorno solido e l´asse z normale al contorno e diretta verso l´alto. 
 
5.1 Equazione classica de strato limite, teoria adimensionale 
La determinazione delle equazioni dello strato limite si ottiene utilizzando la teoria 
adimensionale nell’ipotesi che il numero di Reynolds  sia >>1. Considerando le quantitá 
adimensionali: 
       (5.1) 
 
         (5.2) 
 
         (5.3)   
 
         (5.4) 
 
         (5.5) 
 
         (5.6) 
 
Se queste equazioni si sostituiscono nell’ equazione di continuitá: 
0
u w
x z
      (5.7) 
Si ottiene: 
* *
* *
0
U u W w
L x z
    (5.8) 
Dalla quale si ha che 
U W
L
 e conseguentemente: 
W
O
U L
      (5.9) 
* *
* *
* *
*
* *
* 2 *
2
u
u =  , u Uu   
U
w
= , w 
W
z
= , z 
x
,
t
,
/
p
,
w Ww
z z
x x Lx
L
L
t t t
L U U
p p U p
U
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Che permette di stabilire una relazione tra  
W
U
 e 
L
 
Se si sostituiscono le quantitá adimensionali nell’equazione di conservazione del 
movimento lungo l’ asse x si ottiene: 
2 * * 2 * 2 * 2 *
* *
* * * 2 *2 2 *2
U u WU u U p U u U u
u w
L x z L x L x z
 (5.10) 
* * * 2 * 2 *
* *
* * * *2 2 *2
u WL u p u L u
u w
x U z x LU x U z
  (5.11) 
Dove i coefficienti risultano:  
WL
U
  é di ordine uno e deriva dall’ equazione di continuitá. 
1
0
ReLU
 e deriva dal fatto che il numero de Reynolds risulta >>1. 
2
L
U
 deve essere di ordine uno perché se non lo fosse non ci sarebbero tutti i termini 
viscosi. A partire da questo risultato si ottiene che lo spessore dello strato limite si puó 
scrivere come: 
L x
U U
     (5.12) 
Analogamente se nell’equazione di conservazione del movimento con rispetto all’ asse z 
si considerano termini >> O(1) si ottiene che: 
1
0
P
g p P gz
z
   (5.13) 
con ( ) ( )ep p x p x . Dall’ analisi adimensionale si ottengono dunque le seguenti 
espressioni: 
0
u w
x z
      (5.14) 
2
2
1u u p u
u w
x z x z
   (5.15) 
Nell’ ipotesi che la pressione sia costante nello strato limite e uguale alla pressione fuori 
dello strato limite se si considera l’espressione del flusso viscoso fuori dallo strato limite: 
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1U U p
U W
x z x
    (5.16) 
Utilizzando la condizione al contorno W=0 sul fondo si ottiene che: 
p U
U
x x
                  (5.17) 
Dalla quale la soluzione classica di strato limite, risulta: 
                          
2
2
u u U u
u w U
x z x z
               (5.18) 
Prandtl (1904) sviluppó per la prima volta l’equazione dello strato limite nel caso di 
moto uniforme. Nell’ ipotesi che L  i valori delle derivate rispetto a z di ciascuna 
delle quantitá fluide sono molto piú grandi delle derivate con rispetto a x.  
E di conseguenza in ciascun punto dello strato limite: 
u u
x z
      (5.19) 
2 2
2 2
u u
x z
      (5.20) 
La componente w normale al contorno risulta dello stesso ordine di grandezza dello 
spessore dello strato limite come si puó ottenere dall’ equazione di conservazione della 
massa: 
   0
u w
x z
      (5.21) 
w/u =O(k ) con k numero d’onda e  spessore dello strato limite. 
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5.2 Confronto dell´ equazione dello strato limite e del movimento fuori dello strato 
limite (caso uniforme) 
 
La differenza esistente tra l’equazione dello strato limite e la corrispondente equazione 
di moto per una regione non viscosa, stá nel termine 
2
2
u
z
 che rappresenta una 
diffusione viscosa attraverso lo strato limite. 
Lo strato limite é dunque la zona dove gli effetti diffusivi sono significativi e per questo 
possiamo confrontare questi termini con i termini di inerzia rappresentati da
u
u
x
  e 
concludere che lo strato limite  é una zona caratterizzata da un ordine di grandezza: 
2
2
/ 1
u u
O u
x z
     (5.22) 
 
Considerando l´effetto della viscositá si puo´concludere che nell’ ipotesi che ( )z O , 
( )x O L  con <<L : 
1. Dall’ equazione di continuitá: 
u w
L
. Se w e u rappresentano le 
caratteristiche del campo di velocitá si ottiene che w<<u e per questo il 
movimento dentro lo strato limite é quasi monodimensionale. 
 
2. La variazione trasversale di pressione nello strato limite si trascura se 
confrontata con la sua variazione longitudinale. 
 
3. Dall’ equazione del movimento: Se il termine convettivo d’inerzia é 
confrontabile con gli sforzi viscosi si ottiene la relazione tra lo spessore dello 
strato limite e il numero di Reynolds. Lo spessore cresce se la viscositá 
aumenta e cresce anche se il numero di Reynolds diminuisce. 
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1 1
1/ 22 2
2 2
2 2
1
Re
u u U U L
u
x z L U L UL  
         (5.23)
 
 
4. La relazione considerata precedentemente puó essere scritta come:
2
0
2
1eO R
L
       (5.24) 
dove Re rappresenta il numero di Reynolds. 
 
5. Lo sforzo di taglio sul contorno risulta: 
0
0
u
z
 Calcolato sul contorno.                       (5.25) 
 
 
5.3 Strato limite oscillatorio. Caso monocromatico 
In questo caso il flusso non é uniforme, e risulta periodico nel tempo e nello spazio. Se la 
viscositá é costante, si adotta un sistema di coordinate (x,z). Con l’asse x posto in 
direzione orizzontale e z orientato normalmente verso la direzione viscosa. Supponendo 
che w sia piccola si ottiene dall’ equazione di continuitá che ( )
w
O k
u
 come giá visto. 
Nell’ ipotesi che il flusso non sia uniforme: 
v
v v
t

 
      (5.26) 
Se si considera il risultato ottenuto dalla teoria adimensionale dall’ equazione di 
conservazione del movimento lungo x, si ottiene nell’ ipotesi che TU  sia la componente 
tangenziale della velocitá nella zona non viscosa del contorno solido: 
1T T T TT TU U U PU W
t x z x
  (5.27) 
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E nel contorno solido nell’ ipotesi che TW =0 si ottiene: 
1T T TTU U PU
t x x     (5.28)
 
I valori della velocitá risultano: 
  
 (5.29)
 
La componente orizzontale totale della velocitá nello strato limite si ottiene con 
un’analisi di perturbazione di parametro  (Appendice C): 
2
1 2 3 .....
T T T Tu u u u     (5.30) 
La soluzione al primo ordine risulta: 
2
1,1 1
2
TT TUu u
t t z
    (5.31) 
con 1,
TU (x, t)= Real( 0 ( )
T i tU x e ).  
Esisterá una componente di velocitá diversa da zero sul contorno solido che dovuto alla 
natura sinusoidale del flusso si rappresenta come la parte reale di  0 ( )
T i tU x e  . 
Le condizioni al contorno risultano: 
1 1
1 1,
0, 0
, 1
T T
T T
u w z
z
u U
     (5.32) 
Si puó scrivere che: 
1 1 0
ˆRe [ ( , ) ]T T i t T i tu al u x z e U e    (5.33) 
Dalla soluzione al primo ordine si ottiene: 

2
1
10 0 2
T
T
T T d ui U i u i U
dz
      (5.34) 
Da cui: 


2
1
1
2
0
T
Td u i
u
dz
     (5.35) 
Con le condizioni al contorno: 
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

1
1 1,
0,
, 0
T
T
T
u z
u U x z
     (5.36) 
La soluzione dell’ equazione differenziale risulta: 

1 0 ( )exp (1 )
2
T
Tu U x i z    (5.37) 
con   1 0Re ( ) 1 exp (1 )
2
T T i tu al U x i z e   (5.38) 
lo spessore dello strato limite si scrive come: 
2
      (5.39) 
Dall’ equazione dello strato limite si ottiene il valore della componente normale di 
velocitá che risulta: 
1 0
1
0 0
( )
1 exp (1 )
2
z zT T
T i tu z U x zw d R e i z d
x x  (5.40) 
Con 
(1 )
0
1
( ) 1
Re 1
2
zT
i
T i tU x i zw e e
x
 (5.41) 
La superficie libera é data da: Re i kx t i kx tT A e Re  ed é  la somma di un’onda 
incidente e di un onda riflessa con R, coefficiente di riflessione. 
La frequenza angolare e il numero d’onda soddisfano l’equazione di dispersione 
2 tanhgk kh . Il potenziale di velocitá corrispondente risulta: 
cosh ( )
Re
cosh
T ikx ikx i tigA k z h e Re e
kh
 (5.42) 
La velocitá potenziale non viscosa in corrispondenza del fondo si scrive come: 
1,
( , , )
Re
sinh
T
ikx ikx i t Tx h t A e Re e U
x kh
 (5.43) 
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0 Re
sinh
T ikx ikxAU e Re
kh
   (5.44) 
con  R=1 nel caso di moto stazionario. 
 
5.3.1 Zona del sub-strato viscoso in regime turbolento liscio 
In questa  zona l’andamento lo approssimiamo a lineare, inoltre vicino al fondo, la 
viscositá molecolare ha una influenza dominante nel profilo di velocitá e nella 
generazione di turbolenza. Contorni solidi caratterizzati da elevati valori di rugositá 
hanno una condizione di turbolenza che si estende fino al contorno, quindi questa zona 
si manifesta solo in regime turbolento liscio. 
 
Per caratterizzare analiticamente tale zona si ipotizza che la relazione esistente tra lo 
sforzo di taglio sulla parete e la velocitá media u  a distanza pari a z dal contorno solido 
dipenda solo dalla densitá del fluido e dalla viscositá. Tale relazione é espressa in termini 
adimensionali da: 
*
*u u z
f
u       (5.45)
 
Il sub-strato laminare é definito come la zona in cui: 
*
0
u z
ct
      (5.46)
 
qui si ha che  u u   e che 
u
z
 é all’ incirca costante. 
Di conseguenza lo sforzo di taglio potrebbe essere assunto come costante e pari all’ 
incirca a:  
0
0z
u
z      (5.47)
 
Da cui  si ottiene l’equazione: 
*
*
u u z
u       (5.48)
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Possiamo definire uno spessore del sub-strato laminare come il valore di z in 
corrispondenza del quale 
*u z
= ct da cui per flusso uniforme: 
*
' 4
u
             (Daily Harleman)                        (5.49) 
*
' 5
u
             (Schlichting)                                (5.50) 
 
*
' 11.6
u
        (Nielsen)       (5.51) 
 
la velocitá di taglio si calcola come:  
*
0 /u       (5.52)
 
con il valore di: 
2
1,
0
2
f
U
c
      (5.53)
 
fc  é il coefficiente locale di sforzo di taglio. 
 
Quindi '  diminuisce se lo sforzo di taglio aumenta e diminuisce lentamente all’ 
aumentare del numero de Reynolds. Nel capitolo 8 si darà un ordine di grandezza di 
velocitá di taglio, sforzo di taglio e coefficiente locale di sforzo di taglio sulla base dei 
dati sperimentali ottenuti per il caso monocromatico utilizzando la formula di Nielsen. 
 
5.4 Strato limite oscillatorio. Caso gruppo modulato 
Il campo di velocitá istantaneo si puó scrivere come (Sanchez-Badorrey e Losada, 2006): 
2
1 2 ...
  T T T
u u u  con ,

T T T
n n nu u w   (5.54) 
Le soluzioni si ottengono rispetto al sistema di coordinate x,Z,t, con Z uguale a z-h. Come 
condizioni al contorno si considera uT=0 in Z=0. Il flusso deve essere continuo nel punto 
estremo dello strato limite con uT=UT∞ con Z/  >>1. 
La viscosita’ cinematica si rappresenta in serie di potenza del parametro di modulazione: 
2
0 1
T T T O     (5.56) 
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0
T é costante nel tempo e indipendente dalla profonditá. 
 Per la simulazione al primo ordine: 
1 1 1
T I R       (5.57) 
  / / / /
1 10 11 exp . .
I R I R I R I Ri c c    (5.58) 
con /10
I R  uguale a una costante.  
 / / , / / , /
11 11 11exp exp
I R I R I R I R I R
g gi i  (5.59) 
Il termine / ,11
I R  é uguale a una ampiezza complessa e se il coefficente di riflessione 
e´uguale ad uno allora , ,11 11
I R . Il termine /1
I R  rappresenta una variazione al primo 
ordine armonica della viscositá con il periodo d’onda corta. La viscositá si suppone 
costante con la profonditá, peró una viscositá che dipende dal tempo (Davies y Vallare, 
1997 e 1999) puó essere importante per la previsione della corrente inversa residuale 
della regione viscosa.  
 
La soluzione al primo ordine  della velocitá si ottiene come: 
2
1,1 1
0 2
TT TUu u
t t Z
    (5.60) 
Con le condizioni al contorno UT1=0 in Z=0 e U
T
1=U
T
∞ en Z/ >>1 dove  é uguale alla 
lunghezza di Stokes dell’onda corta, 0
2
, 1, 1, 1,
  I R
TU U U  si definisce come 
una velocitá residua in z=-h e: 
 
/ /
1, 0 exp . .
I R I R
U U i t c c
 
     (5.61) 
Dalla soluzione della regione non viscosa: 
/
/ / 11
0 /exp
2 cosh
I R
I R I R
I R
gA
U k i kx
kh
   (5.62) 
La soluzione al primo ordine nel caso laminare si conosce grazie a Hunt y Johns (1963): 
/ /
1 0Re 1 exp exp
 I R I R Z
u U iwt  (5.63) 
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con 1 i .  
Dall’ equazione al primo ordine della conservazione della massa si ottiene: 
/ *
/ 0
1 Re 1 exp exp
2
I R
I R U Z Zw i t
x
 (5.64) 
Con * uguale al complesso coniugato di . 
Nella Figura 5.1 si rappresenta la simulazione analitica del profilo lungo la verticale della 
velocitá orizzontale associata ad un gruppo di onde regolare stazionario di T=1.03, 
Tg=13.73, e=0.075, h=0.46 in istanti differenti a distanza x=-1.94m dalla parete. 
 
Figura 5.1 Simulazione analítica del profilo lungo la verticale della velocitá orizzontale 
associata al gruppo di onde regolare stazionario in istanti differenti. 
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5.5 Equazioni di trasporto e effetto della viscositá 
Nell’ equazione di movimento per la regione con flusso non potenziale, il termine 
2
2
u
z
 
e’ un termine diffusivo viscoso attraverso lo strato limite, con la viscositá che é un 
parametro fondamentale per la determinazione del numero di Reynolds. 
Il numero di Reynolds si usa per quantificare il livello di turbolenza nel fluido e per 
questo la viscositá regola il gradiente di velocitá, il livello di miscela del sistema e tutti i 
meccanismi di trasporto.  
Nello studio del gruppo di onde regolare stazionario le distinte scale naturali del 
movimento implicano che la viscositá cinematica deve tener conto di tali scale e per 
questo nell’ espansione in funzione del parametro di modulazione (Formalismo WJKB) la 
viscositá si scrive come somma di una componente incidente e riflessa. La struttura 
spaziale e temporale della viscositá deve essere armonica e la sua struttura ammettere 
l’esistenza di interazioni di tipo diffusivo e convettivo tra le distinte scale del movimento 
(Sanchez-Badorrey, 2004). 
 
5.6 Viscositá  di Eddy e modelli di viscositá 
Il concetto di viscositá anisotropa turbolenta (Eddy-viscosity) fu introdotta per la prima 
volta da Boussinesq. Ad eccezione di flusso laminare, la viscositá turbolenta per uno 
strato limite oscillatorio é funzione della distanza dal fondo, e generalmente non é 
constante nel tempo per ciascuna profonditá z. Tuttavia se ci riferiamo a termini di 
primo ordine lo strato limite oscillatorio é caratterizzato da uno sforzo di taglio 
armonico e la viscositá turbolenta é una funzione di z peró non del tempo. Quando 
esiste una differenza di fase tra lo sforzo di taglio e il gradiente di velocitá, la viscositá 
turbolenta deve essere complessa. Se si sceglie pertanto un valore reale delle funzioni 
coseno invece che un’ esponenziale complessa la differenza di fase é un valore che varia 
nel tempo e puó assumere valori negativi e infiniti (Jonsson y Carlsen, 1976). 
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L’argomento della viscositá é, eccetto una piccola zona, positivo e di conseguenza lo 
sforzo di taglio é maggiore del gradiente di velocitá. La grandezza della viscositá dipende 
principalmente dal numero di Reynolds e dalla rugositá del fondo. 
Un aumento della viscositá con la profonditá produce in generale un incremento dello 
spessore dello strato limite. Con eccezione di Trowbridge e Madsen (1984), tutti i 
modelli di viscositá assumono che la viscositá dipenda da z peró non dal tempo. 
Kajiura (1968) formuló un modello con tre spessori di viscositá di ‘eddy’, uno spessore 
interno e uno esterno dove la velocitá é constante con la profonditá e uno spessore 
intermedio dove la velocitá cresce con la profonditá. Tale modello complesso puó essere 
semplificato assumendo che la viscositá aumenta linearmente con l’altezza in tutto il 
dominio , peró questa soluzione non é valida per tutte le condizioni di rugositá del fondo 
e inoltre é poco plausibile che la viscositá possa aumentare continuamente con l’altezza 
fino a che questa tenda all’ infinito. Questa ipotesi mostra , tuttavia un buon confronto 
con i dati sperimentali.  
 
5.7 Carattere laminare e turbolento dello strato limite nei processi di trasporto 
Lo spessore dello strato limite dipende dalle velocitá dell’ acqua e dalla rugositá del 
contorno solido. La distinzione tra strato limite laminare e turbolento é fondamentale 
perché i due differenti regimi sono caratterizzati da processi di trasporto differenti. Nel 
regime laminare la maggior parte della velocitá si trova confinata nello spessore dello 
strato limite che risulta molto ridotto. Lo strato limite turbolento é caratterizzato da una 
maggiore viscositá rispetto a quello laminare e in piú la viscositá é modulata in distinte 
scale, la velocitá presenta fluttuazioni e conseguentemente si verificano processi di 
trasporto molto rapidi. Nello strato limite turbolento i meccanismi che regolano il 
trasporto sono lo spessore dello strato e il gradiente di velocitá, se lo strato limite é 
laminare i processi di trasporto sono molto piú lenti. L’esistenza di uno strato limite 
diffusivo nel fondo degli oceani determina un notevole cambio nel flusso che passa dall’ 
essere turbolento nella regione non viscosa a laminare vicino al contorno solido a causa 
della frizione interna del materiale (Jorgensen, 1985). In una zona vicino al fondo di 
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alcuni millimetri il trasferimento di sostanze avviene mediante diffusione molecolare. 
Questo strato limite é solo una parte dello strato limite viscoso. Se facciamo riferimento 
ad esempio all’intercambio di ossigeno questo strato limite diffusivo forma una barriera 
chimica tra la sueprficie del solido e il corpo d’ acqua. Questo permette la sopravvivenza 
di alcuni batteri sulla superficie solida che vivono in condizioni di assenza o presenza di 
ossigeno.  
 
5.8 Risoluzione del problema numerico 
Il problema dello strato limite puó essere modellato come un problema di trasporto 
dispersivo unidimensionale: 
2
1 1
0 2
' 'T Tu u
t z
     (5.65) 
Posto: 
  uT1
’= uT1-U
T
1,∞      (5.66) 
Con le condizioni al contorno: 
1.  uT1=0 in z=0 → u
T
1
’= - UT1,∞ 
2. uT1= U
T
1,∞ in z>> → u
T
1
’= 0 
e con la condizione iniziale: 
UT1,∞=0 → u
T
1
’ (0,z) = 0  in t=t0 
Risolviamo il problema usando il metodo implicito alla differenza finita indietro nel 
tempo e centrata nello spazio. Tale metodo a volte piú lento da calcolare, ha il vantaggio 
di essere incondizionalmente stabile. L’errore associato al metodo é dell’ ordine di 
O( t, z2), dove t, z sono gli intervalli di discretizzazione utilizzati ripettivamente per 
il tempo e per lo spazio. 
1
1 1
0 2
2n n n n ni i i i iC C C C C
t z
   (5.67) 
1
0 0 0
1 12 2 2
1 2n n n ni
i i i
C
C C C
t t z z z
  (5.68) 
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1 0 0 0
1 12 2 2
2n n n n
i i i i
t t t t
C C C C
t z z z
 (5.69) 
1 0 0 0
1 12 2 2
2
1n n n ni i i i
t t t
C C C C
z z z
  (5.70) 
Riassumendo si ottiene che: 
1 0 0 0
1 12 2 2
2
1n n n ni i i i
t t t
C C C C
z z z  
(5.71) 
Con 
0
2
t
a
z
      (5.72) 
1
1 11 2
n n n n
i i i iC C a C a C a   (5.73) 
AX b       (5.74) 
Per la risoluzione del sistema algebrico si utilizza il metodo di Gauss-Seidel che 
permette di incontrare le componenti xi
(k) usando le componenti x(k-1) : 
1
1
1 1
i n
k k
ij j ij j i
k j j i
i
ii
a x a x b
x
a
  per  i = 1, 2, ..., n 
         (5.75) 
In forma di matrice: 
 
1 1
1 1 2 2 , 1 1... ...
k k k k k
i i ii i i i i in n ia x a x a x a x a x b  (5.76)
 
 
Scrivendo le  n equazioni si ottiene: 
 
          11 1
k
a x     
1 1 1
12 2 13 3 1 1...
k k k
n na x a x a x b  (5.77) 
21 1 22 2
k k
a x a x    
1 1
23 3 2 2...
k k
n na x a x b  
1 1 2 2 ...
k k k
n n nn na x a x a x  nb  
 
Il metodo si puó scrivere come: 
 
1k k
D L x Ux b
     (5.78)
 
 
e 
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1 11k k
x D L Ux D L b   per ciascun k=1,2,... 
          (5.79) 
Con la condizione che 0iia  
Il metodo iterativo indiretto di risoluzione di un sistema di equazioni lineari utilizzato é 
perfetto per sistemi grandi con una alta percentuale di valori nulli, come per esempio 
problemi di strato limite. Il metodo numerico e´stato programmato usando matlab e i 
risultati si riportano nella Figura 5.2 dove  si effettua un confronto tra il risultato fornito 
dal modello numerico e quello del modello analitico. Come si osserva il metodo 
utilizzato sebbenne semplice é capace di riprodurre qualitativamente l´andamento dello 
strato limite associato a gruppi regolari di onde e ci dá un ordine di grandezza del 
fenomeno. 
 
Figura 5.2 Simulazione analitica rappresentata con linea continua e numerica con linea a 
tratto  
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Capitolo 6 
 Dispositivo e studio sperimentale 
 
 
6.1 Caratteristiche generali del dispositivo sperimentale 
Gli esperimenti sono stati realizzati nel Centro Andaluso per l’ambiente (CEAMA), 
dell’universitá di Granada. Il canale di generazione del moto ondoso ha una lunghezza 
complessiva di 23m, una larghezza nominale di 0.65m e una altezza di 0.9m; trova 
ubicazione su una struttura porticata di altezza pari a 1.2m e presenta all’estremitá le 
unitá di immagazzinamento del sistema di generazione di corrente.Nella figura 6.1 si 
mostra il dispositivo sperimentale. 
Il sistema di Pompaggio é tale da somministrare una portata approssimativa di 
0.098m3/sec con una pompa di 30CV e possiede un circuito di tuberie e valvole per la 
produzione di corrente. La costruzione del canale, secondo la norma NBE-EA 95 prevede 
l'impiego di acciao strutturale e per le pareti laterali lastre di vetro di 15mm di spessore. 
L'elemento di generazione é costituito da una pala di alluminio di 0.63m di larghezza e 
0.99m di altezza con bande di gomma laterali che riducono il flusso tra la zona 
retrostante e antistante la pala. La parte finale del canale presenta una rampa 
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dissipatrice su ghiaia arginata da una maglia metallica, il profilo di tale rampa é 
parabolico per garantire un maggior assorbimento del moto ondoso. 
Il canale é equipaggiato con sensori di livello e di pressione, la posizione dei sensori per 
l'aquisizione dei dati e per la separazione tra onda incidente e riflessa sono definiti in 
funzione delle caratteristiche del moto ondoso. 
 
 
Figura 6.1 – Dispositivo sperimentale. Canale di generazione onda-corrente del CEAMA, 
Universitá di Granada 
 
  
6.2 Generazione e controllo del moto ondoso 
Il sistema di generazione del moto ondoso costituito da un cilindro idraulico di diametro  
di 50mm e da un pistone di diametro 36mm ha ampiezza massima del cilindro pari a 
1.2m con un periodo di movimento compreso tra 0.8sec e 8sec. Il controllo idraulico del 
cilindro é assicurato da una servo-valvola differenziale. Il gruppo compressore lavora 
con una pressione di 100 bar. 
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6.2.1 Generazione del moto ondoso mediante pala-pistone 
La soluzione classica della pala pistone é data dalla formula di Biesel-Suquet (1951):  
24sinh
sinh 2 2
H kh
So kh kh      (6.1)
 
Che lega l’altezza d’ onda generata H al movimento orizzontale massimo della pala So, 
noti la profonditá e il periodo del moto ondoso. 
Si é utilizzata la teoria lineare nella descrizione della dinamica della pala pistone, 
tuttavia, la non linearitá si puó incontrare nel dispositivo sperimentale come presenza di 
moti propaganti vincolati al moto principale. 
É necessario dunque un accurato disegno dell´esperimento cercando di fare in modo 
che i parametri nei test rispettino la teoria lineare altrimenti bisognerebbe fare 
riferimento a teorie cnoidali. Per esempio la generazione di un onda lunga nel canale 
sará sicuramente fuori dalla teoria lineare a meno che non si mantenga un valore di A/h 
sufficientemente basso. Se si effettuasse una visualizzazione grafica del profilo 
istantaneo della superficie libera si potrebbe osservare fisicamente che il profilo non 
risulta simmetrico rispetto al livello medio, con creste a punta e seni piú dolci, e si 
possono individuare chiaramente le onde secondarie associate ai moti liberi di 
frequenza. 
La teoria della pala pistone al secondo ordine é stata sviluppata da Sande Mansard 
(1986) e Schaffer (1994) sebbene il dispositivo di controllo del canale si continua a 
basare, in generale, sulle soluzioni lineari della teoria classica.  
Nei seguenti esperimenti non stiamo considerando i moti evanescenti poiché la sezione 
dei test si suppone sufficientemente lontana dalla pala ma sotto certe condizioni di 
generazione l'influenza dei moti evanescenti potrebbe  non essere trascurabile. 
Infine non si é considerato il fenomeno della rottura o effetti dissipativi durante la 
generazione, anche se per certi valori dell' altezza d'onda e del periodo questa si 
potrebbe verificare, insieme a effetti di frizione con la parete del canale o filtrazione 
attraverso il contorno della pala, fenomeno contrastato dall' introduzione di una guaina 
di gomma istallata ai lati della pala; esigenze meccaniche impongono tuttavia una 
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tolleranza dimensionale di circa 8mm tra il contorno inferiore della pala e il fondo del 
canale, cosa che dà luogo a una piccola filtrazione tra le regioni separate dalla pala. 
A tutto questo dobbiamo altresí aggiungere irregolaritá meccaniche del sistema 
idraulico di azionamento del cilindro che fanno in modo che i treni d'onda generati nel 
canale possono differire dal moto ondoso teorico, presentando altezze d'onda 
generalmente minori e con fluttuazioni intorno ad un valore medio. 
Il moto ondoso misurato nel canale nel caso stazionario é dato dalla sovrapposizione 
dell' onda incidente, riflessa, moti armonici vincolati alla frequenza principale e moti 
liberi ad alte frequenze. 
Bisogna quindi effettuare innanzitutto una corretta separazione tra onda incidente e 
onda riflessa, di conseguenza il moto ondoso incidente misurato sperimentalmente 
differisce da quello teorico che la pala deve generare secondo la relazione di Biesel-
Suquet. Il valore teorico dell' altezza d'onda é quello utilizzato dall' AWACS2 per il 
controllo del movimento della pala pistone. I test di calibrazione disponibili per il 
dispositivo considerato possono darci una informazione della differenza esistente tra il 
comportamento teorico sperato( teoria lineare di Biesel) e la risposta reale del sistema. 
  
6.2.2 Active Wave Absorption Control System 
Il controllo del movimento della pala si effettua mediante l' AWACS2 che unisce tra loro 
dispositivo elettronico di generazione e controllo informatico. 
Esso stabilisce un complesso meccanismo di comunicazione attraverso il computer di 
controllo e la servo-valvola e si occupa di convertire i parametri derivanti dalla teoria 
lineare di Biesel in segnali analogici trasmessi alla scheda di controllo il tutto attraverso 
un sistema iterativo di controllo (loop- control).La figura 6.2 mostra un  dettaglio del 
sistema di controllo AWACS2 e di acquisizione dei dati. 
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Figura 6.2 Sistema di controllo AWACS2 e di acquisizione dei dati 
 
 
I dati di posizione e tempo relativi al moto ondoso teorico che il computer calcola sono 
trasmessi all' AWACS2 e da quest'ultimo alla scheda di controllo della servo-valvola, che 
regola l’apertura e chiusura della stessa e regola inoltre il percorso del cilindro-idraulico. 
La trasmissione di tutti i dati si realizza in fibra ottica. 
La pala é dotata di una captatore analogico di posizione, che indica all'AWACS2 e al 
computer il punto in cui si trova il cilindro in ogni istante, a chiusura dell' iterazione 
infatti é sempre necessario che si abbia un’informazione completa sulla posizione 
teorica e quella attuale della pala. 
6.2.3 Separazione tra onda incidente e onda riflessa 
Il dispositivo AWACS2 possiede inoltre un sistema di controllo della riflessione che 
corregge il movimento della pala in ogni istante, eliminando cosí l'onda riflessa che 
incide sopra essa e che ritorna a propagarsi nello stesso senso dell' onda incidente. 
Il dispositivo di separazione delle due componenti d' onda puó essere attivato o meno a 
seconda delle condizioni operative richieste dai test. Negli esperimenti realizzati in 
questa tesi il sistema é stato sempre attivato. Per la valutazione del coefficiente di 
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riflessione nel canale in funzione del periodo e della profonditá si applica il metodo dei 3 
sensori sviluppato da Baquerizo (1995). 
Tale metodo parte dall' elevazione della superficie libera nella posizione dei tre sensori: 
     (6.2) 
e scompone il segnale incidente e riflesso in questo modo: 
      (6.3) 
Avendo a disposizione dati relativi all' elevazione della superficie libera registrati nello 
stesso istante ma in posizioni differenti é possibile costruire un sistema di due equazioni 
in due incognite.  
I dati corrispondenti ad un terzo sensore permettono risolvere il sistema eliminando le 
frequenze singolari. I tre sensori del metodo Baquerizo, che forniscono i dati di 
elevazione della superficie libera devono essere situati a distanze determinate, con lo 
scopo di evitare un mal condizionamento della matrice dei coefficienti del sistema. 
  
6.3 Strumentazione utilizzata nella misura del campo di velocitá 
6.3.1 Sensori di livello  
Il canale possiede 10 sensori di livello per l'acquisizione dei dati. Il sensore é una sonda 
resistiva composta da due asticelle metalliche parallele, la cui conduttivitá varia a 
seconda del livello d'acqua in cui sono semi sommerse; tali sensori prendono la segnale 
di entrata di 10V che viene dalla scheda amplificatrice e i dati registrati vengono 
trasmessi al computer e immagazzinati mediante il programma di controllo. Prima di 
ogni esperimento i sensori devono essere calibrati. 
 
6.3.2 Sistema di velocimetria Laser (LDV) 
L’impiego della tecnica di velocimetria laser nel campo delle misure con fluidi é 
cominicato a partire dagli anni ‘70 richiamando l’attenzione di molti ricercatori. Ha 
infatti due grandi vantaggi: é una tecnica di misura non intrusiva ed é capace di 
catturare velocitá estremamente basse con una elevata precisione. 
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Per la misura del campo di velocitá si é utilizzato uno strumentoTSI LDV. Lo schema dello 
strumento si mostra in Figura 6.3. Questo é caratterizzato da due colori e 4 raggi di luce. 
Si compone di un laser argon INNOVA-70, separatore dei due raggi FBL, un sensore di 
fibra ottica con un amplificatore di raggi di 2.6 e un processore di segnale FSA3500. 
Grazie ad un sistema di controllo in due dimesioni lo strumento viene disposto in 
corrispondenza dei punti di misura.  
 
Figura 6.3 Schema del sistema di velocimetria laser 
 
Il sistema permette determinare la velocitá del flusso grazie alla misura della riflessione 
della luce da particelle sufficientemente piccole immerse nel flusso. Il sistema é ideale 
perché non intrusivo e negli esperimenti che seguono si usa per misurare flusso con 
velocitá vicine al valor nullo e per misurare flusso vicino ad un contorno solido. 
I due raggi di luce della stessa lunghezza d’onda utilizzati nella misura, si incrociano in un 
punto configurando un volume di controllo che ha di mensioni di 150 m di larghezza e  
di 1mm di lunghezza. Il diametro del volume di misura si puó calcolare con la seguente 
formula: 
   = 0.1 mm     (6.4) 
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Con f lunghezza focale del raggio,  lunghezza d’onda del raggio e D diametro del raggio 
prima di entrare nell’ amplificatore di raggi.  
Quando una particella entra nel volume di controllo incontra periodicamente linee di 
luminositá generate dai due raggi, producendo un riflesso. Dovuto al fatto che le linee 
sono equidistanziate, il riflesso della luce avrá una frequenza costante che puó essere 
misurata con un ricettore ottico. Combinando  la frequenza registrata fD con la distanza 
tra le due linee , si puó ottenere la velocitá delle particelle. 
        (6.5) 
Ricordando che la distanza  dipende dalla lunghezza d´onda dei raggi di luce incidenti 
 e dall’ angolo di incrocio : 
       (6.6) 
Le particelle di misura si introducono al flusso prima di ciascun esperimento. In questo 
modo la concentrazione di particelle nel volume di misura permette massimizzare la 
frequenza di raccolta dei dati dell’ esperimento. Le particelle utilizzate sono di vetro 
(sphericel hollow glass) e hanno un diametro medio di 10 microns.   
Per poter assicurare il requisito di uniformitá nella miscela di acqua e particelle che si 
introduce, queste sono state collocate precedentemente in una camera di 
sedimentazione con acqua.  
Infatti il sistema Laser funziona nell’ipotesi che le particelle siano sufficientemente 
piccole per seguire le traiettorie del flusso. Se la particella é troppo pesante, sedimenta 
e cadendo non segue la traiettoria del flusso,questo accade anche se la particella é 
troppo grande. Le particelle che si introducono provengono dalla parte centrale della 
camera di sedimentazione, in questo caso si eliminano quelle che hanno sedimentato. 
Uno svantaggio del sistema laser é che quando una particella si muove in una direzione 
attraverso il volume di misura la sua velocitá ha la stessa frequenza doppler di una 
particella che si muove con la stessa velocitá in direzione contraria. Per risolvere questo 
problema si aumenta la frequenza di uno dei due raggi di luce di 40 Mhz per questo nel 
volume di misura le linee di luminositá e oscuritá non sono stazionarie e hanno un 
movimento contrario alla direzione del flusso, quindi se una particella si muove nella 
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direzione positiva, la frequenza misurata sará di 40 MHz piú la frequenza dovuta alla 
velocitá della particella e analogamente nel caso in cui si muove nella direzione negativa 
ha una frequenza di 40MHz meno quella dovuta alla velocitá della particella. In questo 
modo si puó stabilire il segno della velocitá e effettuare misure della velocitá vicino al 
fondo dove questa e´ prossima a zero e cambia costantemente di segno. 
Il vantaggio di questo sistema é dato dal fatto che si basa in costanti fisiche come la 
lunghezza d’onda della luce, e per questo non richiede nessuna calibrazione. Peró le 
fonti di errore sono molteplici e devono essere prese in considerazione per una 
maggiore comprensione dei risultati  e una migliore qualitá dei dati (Mans, 2006). 
Le fonti di errore si possono riassumere come segue: 
a. Influenza  nell’ errore dovuto alla non uniformitá nello spazio delle onde  
La distanza tra le linee di illuminazione nel volume di misura si puó considerare 
costante se i due raggi si incrociano esattamente nel centro, se i raggi non si 
allineano correttamente, le linee si deformano. In questo caso la velocitá misurata 
dipende della traiettoria della particella dentro il volume di misura. 
 
b. Influenza nell’errore dovuto al sistema ottico 
Se il sistema ottico non si allinea perpendicolarmente al canale di generazione ma 
risulta inclinato di un certo angolo (durante i test il sistema ottico é stato inclinato  di 
circa 8°), tale inclinazione altera la distanza tra le linee di illuminazione. Il problema 
fisico é rappresentato nella Figura 6.4. La formula 6.6 relativamente a x  ci da una 
distanza ideale senza considerare che i raggi devono passare attraverso la finestra di 
cristallo del canale. Se i due raggi non si allineano normalmente alla finestra, 
l’angolo di incrocio si modifica a causa del fenomeno della rifrazione e lo spazio reale 
si ottiene moltiplicando per  quello ideale. Nell’ attraversare la 
finestra l’indice di rifrazione cambia se il fluido passa da essere aria a acqua e il 
rapporto di moltiplicazione non risulta uguale ad uno. Inoltre se il punto del ricettore 
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non é allineato con i punti reali dove si produce l’incrocio dei due raggi, questo 
riduce apprezzabilmente il numero di particelle catturate dal sistema. 
 
Figura 6.4 Schema dell´errore dovuto al sistema ottico 
 
c. Influenza nell’ errore dovuto all’illuminazione delle particelle 
In condizioni sperimentali si verifica che i raggi laser illuminano piú di una particella 
nello stesso istante. Se una particella passa per i raggi incidenti immediatamente 
prima del volume di misura, il raggio subirá una diffrazione con una deformazione 
delle linee di illuminazione nel volume di misura. Tale deformazione tuttavia  
influenza la componente media della velocitá con una sovrastima della turbolenza. 
Questo tipo di errore dipende dalla dimensione delle particelle e dalla 
concentrazione. 
 
d. Influenza nell’ errore dovuto alle particelle 
La frequenza di raccolta dei dati dipenderá dal numero di particelle che passano nel 
volume di misura, la frequenza dipende da una serie di parametri tra cui la 
dimensione della particella ,la sua densitá, l’ubicazione dei punti di misura, il 
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volume di misura e i parametri utilizzati per la cattura dei dati. Una dimensione 
troppo grande della particella implica che questa non segurirebbe il flusso nella sua 
traiettoria, mentre se la particella fosse troppo piccola non rifletterebbe la luce. 
 
e. Influenza nell’ errore dovuta alla misura di velocitá 
Questo é un errore legato alla caratteristica del sistema di misura. Il sistema LDV 
misura la velocitá delle particelle che passano nel volume di controllo 
individualmente. In un certo intervallo di tempo, in uno stesso flusso, ci saranno 
differenti particelle con differenti velocitá e con una maggior quantitá di particelle 
veloci che passano per il volume di controllo rispetto a quelle lente. 
 
f. Influenza nell’ errore dovuto al gradiente di velocitá 
In una regione tanto piccola peró con elevata turbolenza puó esistere un gradiente 
di velocitá nel volume di misura. Questa fonte d’errore dev’essere presa in 
considerazione nella misura dei vortici che presentano una scala del problema 
uguale a quella del volume di controllo mentre puó essere trascurata nel caso di 
misure di strato limite. 
 
g. Influenza nell’ errore dovuto a disturbi nel sistema 
Fonte di errore possono essere le luci del laboratorio con i riflessi provenienti da 
pareti e finestre. È quindi una buona soluzione spegnere le luci del laboratorio, 
utilizzare finestre pulite e eliminare i riflessi dei raggi di luce. In presenza di questi 
errori la componente media della velocitá non cambia peró puó portare a una stima 
in eccesso  della frequenza alta dello spettro di energia. 
 
Negli esperimenti con il sistema di velocimetria laser per ridurre il livello di errore il 
ricercatore deve avere molta cura durante l’acquisizione dei dati e prestare un’ 
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attenzione speciale alla dimensione e densitá delle particelle. Questi parametri 
influenzano la precisione dei dati e la qualitá degli stessi. 
La scelta dei punti di misura si basa su un’individuazione previa dei nodi e degli antinodi 
associati al caso monocromatico caratterizzato da parametri sperimentali relativi al  
gruppo regolare (periodo dell’ onda  di corto periodo e ampiezza), a partire da questi si 
scelgono poi le posizioni dei punti intermedi. 
 
6.4 Descrizione dell’ esperimento 
Gli esperimenti realizzati nel canale di generazione onda-corrente del CEAMA 
riguardano un gruppo di onde regolare e  corripondente moto ondoso monocromatico.  
L’obiettivo degli esperimenti é quello di ottenere il campo di velocitá nella regione 
viscosa e non viscosa e convalidare le soluzioni analitica e numerica che descrivono il 
problema dello strato limite. 
Il moto ondoso si propaga su un fondo fisso impermeabile e di profonditá constante. Il 
caso simulato sperimentalmente e´ stazionario con riflessione perfetta causata dalla 
presenza di una parete verticale impermeabile posta ad un estremo del canale.  
La generazione del caso monocromatico e del gruppo é stata ottenuta mediante una 
pala pistone. Nel caso del gruppo la pala, controllata da un  programma di DHI ha 
riprodotto i registri di entrata dei dati di elevazione della superficie libera nel tempo. Il 
segnale di generazione é  controllato utilizzando un sistema di assorbimento della 
riflessione, AWACS2.  
I casi oggetto di studio che defineremo come (GT1.03) e (GT1.12) si riferiscono a due 
gruppi caratterizzati dallo stesso parametro di ampiezza e stesso valore dell´ampiezza 
massima Hmax ma con diferenti valori di =T/Tg. Le figure 6.5 e 6.6  mostrano le 
dimensioni del canale e la geometria dell’esperimento rispettivamente per (GT1.03) e 
(GT1.12). Dalle figure si osserva che la parete verticale, che provoca la riflessione 
perfetta, é stata posta a distanza di 9.9m dalla pala (GT1.03) e 16.1m dalla pala(GT1.12). 
Per eliminare qualsiasi oscillazione trasversale, due guide di legno di 3m di lunghezza 
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sono state posizionate lungo il canale a 1.15m dalla pala. La profonditá durante i test é 
stata di 0.46m.  
Dati di velocitá e di superficie libera sono stati ottenuti simultaneamente in 5 punti 
differenti  AA a D nel caso (GT1.03) e in un punto, posizione E nel caso (GT1.12). ll 
campo di velocitá orizzontale e verticale e´stato ottenuto sia per la regione viscosa e sia 
per quella non viscosa del dominio di profonditá. Per ciascun caso del gruppo e´stato 
ottenuto il campo di velocitá associato al corrispondente caso monocromatico. I dati 
sperimentali del caso monocromatico confrontati con la teoria relativa sono stati 
utilizzati per controllare la qualitá della tecnica d’ analisi (programmata con matlab). 
 
 
Figura 6.5 Descrizione dell’esperimento e ubicazione dei punti di misura (GT1.03) 
 
 
Figura 6.6 Descrizione dell’esperimento e ubicazione dei punti di misura (GT1.12) 
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Nell´ipotesi di teoria di Stokes al primo ordine, il gruppo regolare é stato generato come 
somma di due componente armoniche di piccola ampiezza a  e a  e periodo T y T , le 
caratteristiche principali del caso (GT1.03) si mostrano nella tabella 6.1, mentre quelle 
del caso (GT1.12) si mostrano nella tabella 6.2. 
 
 
Tabella 6.1 Caratteristiche principali del gruppo di onde (GT1.03) 
 
Altezza 
max 
 Hmax 
Profonditá 
 h 
Periodo 
onda 
corta 
Ts  
Periodo 
Gruppo 
Tg 
Frequenza 
angolare 
Ampiezze 
a  & a  
Modula
zione 
(m) (m) (sec) (sec) (sec-1) (m) ( 2 ) 
0.04 0.46 1.03 13.73 6.10 0.01 0.075 
 
 
Tabella 6.2 Caratteristiche principali del gruppo di onde (GT1.12) 
 
Altezza 
max 
 Hmax 
Profonditá 
 h 
Periodo 
onda 
corta 
Ts  
Periodo 
Gruppo 
Tg 
Frequenza 
angolare 
Ampiezze 
a  & a  
Modula
zione 
(m) (m) (sec) (sec) (sec-1) (m) ( 2 ) 
0.04 0.46 1.12 16.8 5.60 0.01 0.0666 
 
La frequenza di raccolta dei dati di livello è di 2000 Hz. Se nel caso (GT1.03) i dati 
utilizzati per l’analisi del campo di velocitá sono continui e ciascun registro ha una 
durata di 90 secondi, nel caso (GT1.12) la durata complessiva é stata ottenuta 
considerando 20  ‘pacchetti’ (pacchetto=mezzo gruppo)  raccolti complessivamente da 
esperimenti non continui alla stessa profonditá.  
La scelta  della frequenza di raccolta dei dati di livello cosí alta (2000Hz) deriva dal fatto 
che i dati di elevazione della superficie libera si utilizzano nell´analisi per separare in 
onde individuali i dati di velocitá. Normalmente una frequenza di raccolta di dati non 
cosí alta produce la stessa informazione spettrale e risulta preferibile perché porta ad 
avere registri che occupano uno spazio minore. 
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Per assicurarsi di essere in regime stazionario le misure non furono mai effettuate prima 
di quattro minuti dall’inizio della generazione del moto ondoso nel canale. Per poter 
rispettare le ipotesi di teoria di Stokes al primo ordine e´ stato necessario effettuare un 
disegno previo dell´esperimento che ha portato a definire i parametri idrodinamici 
caratteristiche del problema lineare mediante un´analisi dimensionale. 
 
6.5 Formule utilizzate nell’ analisi dimensionale  
I dati  di partenza sono il periodo dell’ onda corta principale T (sec.) e la profonditá h 
(m), questi dati devono essere scelti nel rispetto della teoria lineare di Stokes. 
L’equazione di dispersione relaziona h  e T secondo: 
2 tanh( )gk kh      (6.7) 
dove : 
2
T
(rad/sec) frequenza angolare dell’ onda corta 
              g=9.8 (m/sec2) accelerazione di gravitá  
 
Dall´equazione 6.7 si puó calcolare k, numero d’onda, da cui  la lunghezza di un’onda 
corta che si propaga su un fondo di profonditá h si ottiene come: 
   
2
L
k
 (m)      (6.8) 
Utilizzando il formalismo WJKB e Schaffer (1992), in funzione dei parametri che lo 
definiscono: 
=1   a = a  =a=0.01 (m) 
 2= d  /  = 0.075  (GT1.03) 
 2= d  /  = 0.0667  (GT1.12) 
Si pone che l’ampiezza dell’ onda massima del gruppo sia uguale all’ampiezza dell’ onda 
monocromatica corrispondente, anche questa ampiezza dev’essere scelta nel rispetto 
della teoria di Stokes. 
Le due onde che compongono il gruppo hanno la stessa ampiezza peró una piccola 
differenza nella frequenza angolare, d :
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gT  = 2 /d    : Periodo del gruppo (sec) 
maxH =  4a :  Altezza dell’onda massima del gruppo  (m) 
maxA = maxH /2 :  Ampliezza dell’onda massima del gruppo  (m) 
Il gruppo ha un numero approssimativo di onde in un  'pacchetto' = 'mezzo gruppo'  
uguale a 6 nelc aso (GT1.03) e 7 nel caso (GT1.12) questo rappresenta il quoziente intero 
di  (Tg/(2*T)). 
Un treno d’onda che si propaga su un fondo fisso ha un (H/L) limite che non puó 
superare, se lo supera il profilo comincia a rompere. Questo valore limite varia nel caso 
di profonditá indefinite, intermedie e ridotte. Nel caso di onde stazionarie la presenza di 
un treno progressivo, che viaggia in direzione contraria a quella incidente, produce una 
riduzione del rapporto limite del treno incidente. 
É sempre opportuno dunque calcolare il rapporto :
 max
H / L  per vedere se raggiunge o 
meno i valori limite. Nel calcolo si fa riferimento all’altezza dell’onda massima del 
gruppo. 
 
Onda Progressiva 
Profonditá indefinita Profonditá intermedia Profonditá ridotta 
(H/L)lim = 0.14 (H/L)lim = 0.14 tanh(kh) (H/L)lim = 0.88 
 
Onda stazionaria 
Se R é il coefficiente di riflessione e esso é uguale a 1 (caso della riflessione perfetta) a 
partire da dati sperimentali si ha: 
(Hi/L)lim= 0.11 tanh (kh)    (6.9) 
Il registro di generazione del gruppo contiene dati di elevazione della superficie libera in 
un dominio temporale (creato con un programma di matlab). Il programma di controllo 
della pala utilizzando la trasformata inversa di Fourier scompone il registro per la 
generazione. 
Matematicamente: 
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d  = 2*       (6.10) 
Le frequenze angolari  delle due onde del grupo ciascuna con una ampiezza a, risultano: 
 = - d       (6.11) 
 = + d       (6.12) 
E i periodi delle due onde: 
T  = 2 /       (6.13) 
T  = 2 /       (6.14) 
Con l’equazione di dispersione si calcolano i numeri d´onda: 
k  = f(T ,h)      (6.15) 
k  = f(T ,h)      (6.16) 
Abbiamo bisogno ora solo di un vettore tempo, che rappresenta la durata complessiva 
di generazione che vogliamo nel canale discretizzata secondo un intervallo  di tempo, dt: 
t = [0: dt:Tmax]     (6.17) 
Specificando la posizione spaziale x=0, il registro contiene la superficie libera 
rappresentata da: 
 = a*cos(k  *x-  *t)+ a*cos(k  *x-  *t)  (6.18) 
L’ipotesi di teoria lineare implica che ka<<1 e risulta meno restrittiva in profonditá 
intermedia o indefinita e quindi sará sempre opportuno calcolare e rispettare la 
seguente restrizione: 
ka<<1,  meglio <<0.08     (6.19) 
Il valore di kh deve rappresentare profonditá intermedie o indefinite (il valore ideale 
deve essere kh>1.8) o analogamente si puó calcolare il valore di h/L e vedere se siamo 
nel caso di profonditá ridotte, intermedie o indefinite,con i seguenti  limiti: 
 
 
Profonditá indefinite Profonditá intermedie Profonditá ridotte 
kh>  o  
h/L >1/2 
/ 10< kh <    
1/20 < h/L <1/2 
kh < / 10 o  
h/L <1/20 
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Un parametro fondamentale é poi il numero di Ursell . Questo ci fornisce informazioni 
sul campo di validitá della teoria lineare perché relaziona i parametri H, L, h caratteristici 
di un onda, si puó calcolare con la onda massima del gruppo che rappresenta la 
condizione piú sfavorevole, nella zona di generazione:  
2
max
3
*H L
UR
h
       (6.20) 
Se il numero di Ursell < 21.6 stiamo in Regime di Stokes, se il numero di  Ursell > 21.6  
stiamo in regime di Bousinesq. In realtá é conveniente che il numero di  Ursell sia piú 
piccolo di 21.6 e al massimo di ordine 1. Nelle tabelle 7.3-7.6 si riportano le 
caratteristiche idrodinamiche risultato dell´analisi dimensionale. 
Tabella 6.3 Caratteristiche dell’ onda corta (MT1.03) 
Altezza 
 
H 
Periodo 
 
T 
Profonditá 
 
h 
Numero 
d’onda 
k 
k*H/2 k*h Lunghezza 
d’onda 
L 
Numero 
di Ursell 
Ur 
Viscositá 
 
(m) (seg) (m) (m-1) (1/seg) (m) (m)  (m2/s) 
0.04 1.03 0.46 3.99 0.0798 1.835 1.57 1.02 1.14x10-6 
 
Tabella 6.4 Caratteristiche del gruppo (GT1.03) 
Altezza 
 
Hmax 
Profonditá 
 
h 
Periodo 
onda corta 
T 
Periodo 
del gruppo 
Tg 
Frequenza 
angolare 
w 
Ampiezza 
 
a y a  
Modulazione 
 
Viscositá 
 
(m) (m) (seg) (seg) (seg-1) (m)  (m2/s) 
0.04 0.46 1.03 13.73 6.10 0.01 0.075 1.14x10-6 
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Tabella 6.5 Caratteristiche dell’ onda corta (MT1.12) 
Altezza 
 
H 
Periodo 
 
T 
Profonditá 
 
h 
Numero 
d’onda 
k 
k*H/2 k*h Lunghezza 
d’ onda 
L 
Numero 
di Ursell 
Ur 
Viscositá 
 
(m) (seg) (m) (m-1) (1/seg) (m) (m)  (m2/s) 
0.04 1.12 0.46 3.49 0.07 1.61 1.79 1.3 1.14x10-6 
 
Tabella 6.6 Caratteristiche del gruppo (GT1.12) 
Altezza 
 
Hmax 
Profonditá 
 
h 
Periodo 
onda corta 
T 
Periodo 
del gruppo 
Tg 
Frequenza 
angolare 
w 
Ampiezza 
 
a  y a  
Modulazione 
 
Viscositá 
 
(m) (m) (seg) (seg) (seg-1) (m)  (m2/s) 
0.04 0.46 1.12 16.8 5.6 0.01 0.0667 1.14x10-6 
 
Concludendo nel caso considerato: 
/ 10< k h <        (6.21) 
Siamo nell’ ipotesi di profonditá intermedie e nel caso di teoria lineare di Stokes. 
Inoltre dai valori della lunghezza d’onda L dell’ onda corta principale del gruppo, 
calcoliamo  h/L che, essendo contenuto nell’intervallo che va da 0.05 fino a 0.5, ci 
conferma l’ipotesi di profonditá intermedie. 
I gruppi regolari esaminati hanno un numero approssimativo di onde uguale a 6 
(GT1.03) e 7 (GT1.11) che moltiplicato per il valore della lunghezza dell’ onda corta 
principale del gruppo ci dá il valore approssimativo della lunghezza del gruppo e ci dice 
quanti mezzi pacchetti entrano nella sezione utile del canale. 
Lo spessore dello strato limite nel caso monocromatico vale rispettivamente per MT1.03 
e MT1.12: 
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2
0.611
0.638
m
m
m
mm
mm
     (6.22) 
Se lo spessore dello strato limite nel caso monocromatico é dell’ ordine di mm nel caso 
di un gruppo generalmente é dell’ ordine di cm, secondo: 
2
g
g
      (6.23)
 
Questa informazione regola la discretizzazione utilizzata nella scelta dei punti di misura 
con una maggiore discretizzazione dei punti nel caso di gruppo rispetto al caso 
monocromatico. 
La discretizzazione dei punti non puó prescindere dalle limitazioni intrenseche dello 
strumento di misura. Per la valutazione del campo di velocitá si utilizza uno strumento di 
anemometria Laser (LDV), che ha un volume di misura molto piccolo, dell’ ordine di 
microns, pero a causa della sua altezza di 0.1 mm, non permette misurare con valori di 
discretizzazione piú piccoli di questo. 
Le regioni nel dominio di profonditá presentano diversi intervalli di discretizzazione.  
Nel caso monocromatico,per esempio la discretizzazione utilizzata é di 0.1mm fino ad 
una altezza di 0.4mm dal fondo, di 0.2mm fino a 2mm,  0.4mm fino a 4mm, di 1mm fino 
a 10mm e cosí crescendo fino a 100mm. 
La discretizzazione ha permesso ottenere informazioni sul sub-strato viscoso esistente 
nel caso monocromatico. 
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Capitolo 7 
Risultati sperimentali della regione non viscosa 
 
 
7.1 Analisi sperimentale dei dati relativi alla superficie libera 
La prima operazione da effettuare nell’analisi di dati sperimentali é quella di visualizzare 
i dati registrati per controllare che non ci siano errori nel registro o irregolaritá nella fase 
di acquisizione, dovute a mal funzionamento degli apparati utilizzati. Nello stesso tempo 
é conveniente sempre far riferimento ad un registro che contenga un numero intero di 
gruppi regolari o di onde monocromatiche. Tali onde si estraggono dal registro originale 
e formano un nuovo registro di superficie libera che parte e finisce in zero.  
  
7.1.1 Calcolo del livello medio di riferimento e della serie temporale corretta 
I dati devono essere successivamente corretti sottraendo il valore del  livello medio, che 
si ottiene semplicemente calcolando la media aritmetica di tutto il registro. Se non si 
effettuasse questa operazione la valutazione spettrale in corrispondenza della 
frequenza nulla risulterebbe sovrastimata e questo errore influenzerebbe anche tutte le 
altre componenti di frequenza dello spettro. La Figura 7.1(a) mostra l’evoluzione 
temporale della superficie libera di un gruppo regolare nei punti A-D di misura, 
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relativamente al caso GT1.03 (G: gruppo, T: periodo dell´onda principale di corto 
periodo). La Figura 7.1(b) mostra l’evoluzione temporale della superficie libera nel punto 
di misura E, relativamente al caso GT1.12. La superficie libera é stata corretta 
sottraendo la media aritmetica di un registro contenente un numero intero di gruppi. La 
stima sperimentale del valore di correzione é dell´ordine di 10-1mm per tutti i casi 
oggetto di studio (gruppi regolari e onde monocromatiche). 
 
 
Figura 7.1(a) Evoluzione temporale della superficie libera di un gruppo regolare nei punti 
A-D 
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Figura 7.1(b) Evoluzione temporale della superficie libera di un gruppo regolare nel 
punto E 
 
La media aritmetica ottenuta dal registro, mostra l’esistenza di un errore sperimentale 
molto piccolo, dell’ordine di O( dove con si é indicato il parametro di modulazione 
del gruppo regolare. Le possibili cause di esistenza di un livello medio diverso da zero si 
riassumono in: 
 Cause sperimentali 
Possibilitá di errori nella fase di calibrazione dei sensori di livello, che prima di effettuare 
gli esperimenti nel canale si calibrarono con un livello medio nullo. Gli errori possono 
derivare anche da problemi legati al dispositivo sperimentale (Goda, 1980). 
 Cause teoriche  
1. Il valore della constante di Bernoulli é stato posto uguale a zero, questo deriva 
direttamente dall’ipotesi che il livello medio sia nullo. Nel caso di moto ondoso 
monocromatico la costante de Bernoulli é una funzione che dipende dal tempo peró 
non dallo spazio, nel caso di un gruppo modulato di onde la constante di Bernoulli puó 
essere ottenuta, a partire della tecnica di espansione JWKB, e al primo ordine puó 
essere una funzione delle coordinate di grande scala del problema. Il contributo della 
constante di Bernoulli alla variazione del livello medio é del secondo ordine e quindi di 
ordine O Sanchez-Badorrey, 2004). 
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)
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2. Nel caso di gruppi modulati di onde stazionari, dall’ interazione del gruppo con la 
parete riflettente si generano onde libere di lungo periodo di secondo ordine che 
possono essere possibili cause di riduzione nel livello medio associato (Losada, 1993). 
 
Riassumendo nel caso di un gruppo regolare d’onde l’esistenza di un livello medio molto 
ridotto di ordine O( ha tre possibili spiegazioni: errori nella raccolta dei dati e nel 
dispositivo sperimentale, contributi del secondo ordine della constante di Bernoulli e 
possibili moti liberi di lungo periodo che si generano dall’interazione del gruppo con la 
struttura che provoca la riflessione. 
 
7.1.2 Analisi di Fourier 
La terza operazione da effettuare consiste in un’analisi spettrale dei dati di superficie 
libera, utilizzando la tecnica della trasformata rapida di Fourier (Fast Fourier Transform, 
fft). La risoluzione spettrale é funzione della lunghezza del registro e pertanto dipende 
dalla sua durata. Inoltre negli esperimenti, effettuati con una frequenza di raccolta di 
dati di 2000Hz, l´intervallo di tempo tra due dati successivi é di t=1/2000sec. Questa 
discretizzazione permette una stima della frequenza di Nyquist, che é la piú grande 
frequenza che lo spettro puó stimare. Il suo valore risulta: 
1
2
1000cf t Hz      (7.1) 
Per il calcolo dei coefficienti della serie di Fourier si utilizza una funzione di Matlab, fft. 
La limitazione esistente nell’ algoritmo standard fft é che il numero di dati deve essere 
una potenza di 2, come N=2m. Per questo la funzione di Matlab aggiusta il registro 
aggiungendo un certo numero di dati nulli in coda al registro. L’aggiunta di dati nulli nel 
registro diminuisce il livello totale di energia e il numero di gradi di libertá. La Figura 7.2  
mostra i valori assoluti dei coefficienti complessi della serie in ordinata e in ascissa la 
frequenza per un registro misurato nel punto A relativamente al caso MT1.03. I dati 
raccolti rappresentano un moto stazionario dato dalla somma di un contributo incidente 
e un contributo riflesso. 
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  Lo spettro é simmetrico rispetto alla frequenza di Nyquist, peró per la sua 
visualizzazione si rappresenta fino ad una frequenza di 3 Hz. Nella Figura 7.3 si mostra il 
risultato di fft per un registro misurato nel punto D relativamente al caso GT1.03. 
 
Figura 7.2 Valori assoluti dei coefficienti complessi della serie di Fourier in A, MT1.03 
 
Figura 7.3 Valori assoluti dei coefficienti complessi della serie di Fourier in D, GT1.03 
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0
500
1000
1500
2000
2500
(C
c
)
Hz (1/sec)
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0
200
400
600
800
1000
1200
(C
c
)
Hz (1/sec)
96 
 
Considerando che l’onda principale di corto periodo del gruppo regolare GT1.03, 
misurato nel punto D, ha un periodo di T=1.03 sec. , la sua  frequenza é di:  
1 1
0.97
1.03
f
T
Hz    (7.2) 
E la frequenza angolare,    
2
6.10
T      (7.3)
 
 Se il parametro di modulazione utilizzato é, 2=0.075 la differenza tra le frequenze 
angolari delle due onde che compongono il gruppo risulta: 
2 0.4575d      (7.4) 
Le due onde hanno rispettivamente frequenze angolari di: 
6.10 0.4575 5.64d
   (7.5) 
6.10 0.4575 6.56d
   (7.6) 
Da cui, si ottengono i periodi come: 
2
1.11T sec     (7.7) 
2
0.96T sec     (7.8) 
E di conseguenza le frequenze: 
1
0.9f
T
Hz     (7.9) 
1
1.04f
T
Hz     (7.10) 
Queste frequenze si individuano in Figura 8.3 e corrispondono ai due picchi di energia. Il 
carattere bicromatico del registro della superficie libera , relativo al caso GT1.03 risulta 
evidente se si effettua un confronto con il caso monocromatico MT1.03, rappresentato 
in Figura 7.2 dove é presente un picco di energia che corrisponde alla frequenza 
dell’onda principale di corto periodo del gruppo regolare . 
Inoltre, la Figura 7.3 mostra un picco ridotto di energia intorno alla frequenza di 
0.145Hz. Questo picco corrisponde alla frequenza del gruppo uguale a:  
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2
13.73gT
d
sec     (7.11) 
2
0.1456g
g
f
T
Hz     (7.12) 
Tale componente si ottiene anche come differenza tra le frequenze delle onde 
monocromatiche che costituiscono il gruppo: 
0.1456f f Hz     (7.13) 
La Figura 8.3 mostra inoltre altri picchi ridotti di energia, che possono essere generati 
dalla sovrapposizione delle onde primarie, onde di lungo periodo e libere di secondo e 
terzo ordine, dall’interferenza tra le onde primarie e le onde libere (Goda, 1997). 
L’energia associata a effetti di ordine superiore al primo risulta peró molto ridotta e per 
questo motivo siamo certi di rispettare l’ipotesi di teoria lineare d´onda.  
Nella figura si puó  individuare chiaramente la somma delle frequenze delle onde 
monocromatiche che costituiscono il gruppo:  
1.94f f Hz     (7.14) 
 e gli armonici di ordine superiore delle frequenze dominanti: 
2 2.08f Hz      (7.15) 
2 1.8f Hz      (7.16) 
 
Con riferimento al caso GT1.12 e ai dati di superficie libera in condizioni stazionarie 
raccolti nel punto E, seguendo lo stesso ragionamento:  
1 1
0.89
1.12
f
T
Hz    (7.17) 
La frequenza angolare dell’ onda principale di corto periodo é,   
2
5.60
T      (7.18)
 
 Se il parametro di modulazione utilizzato é, 2=0.0667 la differenza nelle frequenze 
angolari delle due onde che costituiscono il gruppo: 
2 0.3734d      (7.19) 
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Quindi le rispettive frequenze angolari: 
5.60 0.3734 5.22d
  (7.20) 
5.60 0.3734 5.97d
  (7.21) 
I periodi: 
2
1.20T sec     (7.22) 
2
1.05T sec     (7.23) 
E le frequenze: 
1
0.84f
T
Hz     (7.24) 
1
0.95f
T
Hz     (7.25) 
La frequenza del gruppo e’ data dall’ espressione:  
2
16.8gT
d
sec     (7.26) 
2
0.112g
g
f
T
Hz     (7.27) 
Che e´anche la  differenza tra le frequenze: 
0.112f f Hz     (7.28) 
 Le somma tra le due frequenze delle due onde che compongono il gruppo risulta:  
1.79f f Hz     (7.29) 
 E gli armonici di ordine superiore delle frequenze dominanti: 
2 1.68f Hz      (7.30) 
2 1.9f Hz      (7.31) 
L’ individuazione di tutte le componenti di frequenza dello spettro é fondamentale per 
poter controllare se in un registro si verifica il fenomeno di ricorrenza di creste 
secondarie, fenomeno non lineare dovuto alla sovrapposizione lineare di:  
1. Onde primarie 
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2. Onde secondarie e terziarie vincolate 
3. Onde libere di secondo e terzo ordine 
L'esistenza di queste creste secondarie venne rilevata per la prima volta da Morison e 
Crook (1953). 
La generazione del gruppo regolare nel canale si ottiene impiegando come dati di 
entrata un registro teorico generato con Matlab. Il registro contiene dati di superficie 
libera nel tempo ottenuti nell’ ipotesi di teoria lineare come somma delle due 
componenti monocromatiche. Nella Figura 7.4 si rappresenta un confronto tra l’analisi 
di Fourier per il gruppo regolare stazionario misurato nel punto D e il gruppo teorico 
incidente di ingresso utilizzato per la generazione. 
 
Figura 7.4 Valori assoluti dei coefficienti complessi della serie di Fourier in D e del 
gruppo teorico incidente generato 
7.1.3 Analisi della Riflessione 
I dati ottenuti nello stesso intervallo di tempo in tre posizioni differenti, si usano per la  
separazione del moto ondoso incidente e riflesso e per il controllo del valore del 
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coefficiente di riflessione , che deve essere necessariamente pari a uno in tutti gli 
esperimenti. 
Prima di effettuare l´analisi della riflessione i registri sono stati sottoposti a indagini 
visuali per la ricerca di dati anomali, e alla correzione del livello medio, come gia´ 
specificato. Per poter individuare le singole onde che compongono il gruppo i dati sono 
stati filtrati della componente di alta e di bassa (oscillazioni di largo periodo) 
frequenza.Ogni attraversamento crescente della linea che marca zero (linea del livello 
medio ) deve essere contato come un’onda.In un gruppo si puó cosí individuare l'onda 
massima e a partire da questa enumerare le altre. 
Per l´analisi della riflessione consideriamo dei registri che contengono 10 gruppi, 20 
pacchetti. Si sceglie questo intervallo nella zona centrale del registro per evitare i 
problemi di non stazionarietà e non uniformitá. 
 
Dunque le fasi dell´analisi sono: 
1. Scelgo dati della superficie libera nel tempo che rispettino i requisiti di 
stazionarietá e uniformitá, il registro deve cominciare e finire in zero, il registro 
deve contenere 10 gruppi d'onda. 
2. Calcolo la media aritmetica del registro e la elimino. 
3. Faccio una prima analisi spettrale con la trasformata rapida di Fourier di cui 
individuo tutte le componenti di frequenza. 
4. Elimino le componenti di bassa frequenza creandomi un filtro, in questo modo il 
nuovo registro non contiene le ocillazioni di largo periodo, analogamente elimino 
le componenti di alta frequenza che rappresentano interferenze interne nel 
canale dovute a problemi elettrici e di strumentazione. 
5. Applico l'inversa della trasformata rapida di Fourier ottenendo un valore della 
superficie libera filtrata delle componenti di lungo e corto periodo. 
6. Utilizzando un programma di calcolo di matlab ottengo  i grafici della serie 
originale, della serie filtrata e del filtrato. 
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Per l'applicazione del metodo di separazione del moto ondoso incidente da quello 
riflesso e´necessaria l'informazione nello stesso istante dei dati relativi alla superficie 
libera del mare in almeno tre punti prossimi (Baquerizo,1993). 
Il metodo proposto é tale che, in ciascuna posizione  partendo dalle ampiezze 
complesse dei treni incidente e riflesso si puó ottenere lo spettro incidente e riflesso, 
e da cui si puo´calcolare il coefficiente di riflessione come rapporto: 
       (7.32) 
con  che rappresenta la riflessione prodotta dalla parete verticale ( riflessione 
perfetta). Il coefficiente deve essere approssimativamente uguale ad 1.  
Definita  la sezione  è possibile dunque ottenere un coefficiente generale di 
riflessione al quadrato relativamente a due diversi intervalli di frequenza, ciascuno 
rappresenta un intorno delle frequenze di picco degli spettri di energia riflessa e 
incidente relativi ad u gruppo regolare, frequenze delle due onde componenti il gruppo.  
   (7.33) 
   (7.34) 
Il coefficiente generale al quadrato relativo ad in intorno di ciascun picco dello spettro é 
il quoziente tra i flussi incidente e riflesso e la celeritá é quella del gruppo per la 
frequenza f e la profonditá hp corrispondente alla posizione del sensore. Il coefficiente 
globale si ottiene successivamente in questo modo:  
       (7.35) 
Nel procedimento è sempre migliore filtrare la frequenza prossima a zero nello spettro 
incidentre e riflesso prima di calcolare il coefficiente di riflessione, i sensori devono 
registrare una serie che risulta rappresentativa sempre dello stesso fenomeno, inoltre il 
sistema complesso delle ampiezze incidenti e riflesse deve avere sempre soluzioni. Per 
valutare se il metodo presenta o meno soluzioni basta verificare che: 
      (7.36) 
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Dove L é la lunghezza d'onda calcolata alla profonditá nella quale viene applicato il 
metodo, di sono le distanze relative tra i tre sensori utilizzate nel metodo. É sempre 
conveniente inoltre effettuare un´analisi dell' errore per controllare di rispettare la 
teoria lineare che ammettiamo come ipotesi nello studio del problema. Sovrapponendo 
per ciascun gruppo di sensori analizzati lo spettro misurato e quello ricostruito si puó 
valutare di quanto il rapporto si discosta dall' unitá. 
Per questo ricostruiamo la serie nella posizione del sensore:  
      (7.37) 
Accanto all’identificazione del coefficiente di riflessione, si controlla la possibile 
presenza di moti trasversali o fenomeni di risonanza generati dalla lunghezza finita del 
canale, mediante l´impiego di 5 sensori. I sensori sono disposti in fila attraverso una 
sezione trasversale del canale su tutta la sua larghezza. Sovrapponendo i valori della 
superficie libera raccolta dai 5 sensori nello stesso intervallo di tempo si esclude la 
presenza di questo fenomeno in tutti gli esperimenti realizzati.  
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Capitolo 8 
 Risultati sperimentali dello strato limite 
 
 
 
8.1 Descrizione della procedura sperimentale 
Per i due casi di indagine  (monocromatico e gruppo) , i profili di velocitá sono stati 
misurati con una tecnica di velocimetria Laser nei punti  AA, A , B, C, D  relativamente al 
caso GT1.03 e MT1.03 e nel punto E relativamente al caso GT1.12 e MT1.12. La scelta 
dei punti di misura si basa sulla posizione dei nodi e antinodi del caso monocromatico 
corrispondente. Per esempio B occupa la posizione di un antinodo mentre D occupa la 
posizione di un nodo. I punti A, C  ed E sono punti intermedi. Ilpunto AA é un punto 
intermedio posto ad una distanza pari ad L ,lunghezza dell’ onda di corto periodo da A. 
Fatta eccezione per il punto AA la distanza tra A B C D é di L/8. 
 Nel caso monocromatico il dominio di profonditá é stato discretizzato in 33 punti  
mentre nel caso del gruppo in 36. In totale sono stati misurati 414 punti. La 
nomenclatura dei punti di misura si compone di una prima lettera con cui si indica il tipo 
di moto ondoso (M : monocromatico,G :gruppo), una seconda lettera in cui si specifica 
la direzione della componente del vettore velocitá (H : orizzontale,V : verticale) , una 
terza con la ubicazione dei punti  (A, B, C, D, AA, E) e infine un numero che rappresenta 
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la distanza dal fondo in mm (0.1, 0.2,…..). Ad esempio GHE1 si riferisce al caso del 
gruppo, velocitá orizzontale, punto E e ubicazione a 1 mm dal fondo. 
 
8.2 Analisi dei dati sperimentali :caso monocromatico 
L’analisi dei dati é stata effettuata utilizzando un programma di matlab e si compone di 
varie parti che si riassumono nelle pagine seguenti. 
 
8.2.1 Apertura dei registri dei dati della superficie libera e di velocitá 
Si crea una lista dei dati raccolti, contenente la nomenclatura definita precedentemente. 
Si effettua una prima visualizzazione dei dati per controllare che non ci siano errori e che 
il dispositivo sperimentale e gli strumenti di misura abbiano un buon funzionamento. I 
dati dell’ evoluzione nel tempo della superficie libera vengono trasformati da Volt in 
metri in accordo con il fattore di calibrazione introdotto nel sistema di acquisizione dei 
dati. Inoltre si moltiplicano i dati ottenuti con il sistema di anemometria laser per un 
coefficiente correttivo che tiene conto dell’ inclinazione della lente durante 
l’esperimento.   
 
8.2.2 Sincronizzazione dei punti di misura 
I dati relativi alla superficie libera e al campo di velocitá sono stati catturati 
simultaneamente nelle sei ubicazioni (AA, A, B, C, D, E) lungo il  canale di generazione 
d’onde. Questi dati sono  ottenuti da due strumenti indipendenti e per questo devono 
essere sincronizzati scegliendo un istante iniziale di tempo. Come istante iniziale si 
sceglie quello d’ inizio delle misure dei dati di velocitá ottenuti con  il sistema di 
velocimetria laser. Quando si attiva il sistema laser  si genera infatti un pulso di 
voltaggio, facilmente identificabile e a partire da questo pulso si possono sincronizzare 
con i dati di velocitá, i dati raccolti con i sensori di livello. Nella prima grafica della Figura 
8.1 si rappresentano i dati raccolti e sincronizzati , in verde si rappresentano le misure 
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ottenute con la tecnica LDV e in azzurro quelle relative alla superficie libera. I dati si 
riferiscono al caso MHA1. 
 
8.2.3 Filtro dei dati della superficie libera 
I dati di velocitá e superficie libera devono essere separati in singole onde mediante una 
tecnica di passaggio per zero crescente. La prima operazione da compiere é quella di 
calcolare la media aritmetica e correggere il registro come specificato nel Capitolo 7. 
Prima di effettuare tale separazione i dati della superficie libera sono stati filtrati con un 
filtro di banda compreso tra le frequenze di 0.56 Hz e 2.82 Hz per rimuovere ogni 
interferenza elettronica e interferenze di alte frequenze generate dal dispositivo 
sperimentale. Se questa operazione non fosse effettuata la superficie libera intorno a 
zero presenterebbe delle piccole oscillazioni che potrebbero portare ad una erronea 
separazione delle onde. Nella seconda grafica della Figura 8.1 si mostrano sempre in blu 
i dati di superficie libera originali e in rosso quelli filtrati. 
 
 8.2.4 Separazione del registro dei dati di superficie libera in onde individuali  
I dati della superficie libera devono essere separati in onde individuali per poter 
successivamente applicare un’ analisi di valori medi nella fase d’ onda (‘phase average 
method’). La separazione si effettua andando a definire ogni passaggio per zero e 
individuando le singole onde mediante un passaggio crescente. 
 
8.2.5 Scelta dei dati di velocitá con frequenza di raccolta dati maggiore 
 Come giá specificato la frequenza di raccolta dei dati di velocitá dipende dalla quantitá 
di particelle presenti nel volume di misura durante gli esperimenti. Negli esperimenti la 
frequenza é stata sempre superiore a 200 Hz per la durata di ogni registro,che  é di 90 
secondi. Volendo effettuare l’analisi con un numero di onde complessive pari a 20, si 
estrapola dal registro originale l’intervallo continuo corrispondente alle 20 onde . Tale 
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intervallo contiene piú punti di misura rispetto a qualsiasi altro intervallo della stessa 
durata nel registro e quindi é caratterizzato da una maggiore frequenza di raccolta dei 
dati. Questa operazione permette di migliorare la qualitá dell´esperimento. 
 
8.2.6 Costruzione di un nuovo registro di dati di velocitá con frequenza costante 
Per poter ottenere un registro di dati che contenga una serie temporale uniforme nel 
tempo il registro complessivo é stato diviso in intervalli di tempo con una frequenza 
costante di 24 Hz (0.04 sec) ottenendo per ciascuno di questi intervalli un valore medio 
rappresentativo e una deviazione standard. 
 
8.2.7 Filtro dei dati di velocitá 
A questo nuovo registro é stato poi applicato un filtro di bassa frequenza a 1.2 Hz per 
eliminare anche qui interferenze esterne che potrebbero introdurre errori nell’ analisi.  
Nella terza grafica della Figura 8.1 si mostra il risultato dei punti 8.2.5 (intervallo con 
frequenza di dati maggiore), punti 8.2.6 (registro con dati uniformemente spaziati nel 
tempo) e 8.2.7 (risultato del filtro effettuato). Nella figura si evidenzia chiaramente 
l’intervallo di studio scelto. 
 
8.2.8 Separazione dei dati di velocitá in onde individuali  
In accordo con quanto definito nel punto 8.2.4 gli istanti  di tempo che segnano il 
passaggio per zero crescente calcolati con i dati della superficie libera  sono utilizzati per 
separe i dati di velocitá in onde individuali. 
 
Il risultato dei punti 8.2.4 si riporta nella quarta grafica della Figura 8.1 mentre quello 
del punto 8.2.5 si riporta nella quinta grafica. Infine nella sesta grafica si ottiene una 
rappresentazione dell’ analisi di frequenza dei dati di velocitá selezionati. 
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Figura 8.1 Procedura di analisi (Caso MHA1) 
 
8.2.9 Rappresentazione grafica dei dati di superficie libera e di velocitá (20 onde) 
Estratti i valori delle 20 onde con maggiore frequenza dai registri di superficie libera a 
cui é stata applicata l’operazione di filtro e di velocitá, a cui é stata applicata 
l’operazione di uniformitá nel tempo e filtro, questi possono essere rappresentati.  Nella 
Figura 9.2 si riporta a destra la sovrapposizione dei dati di superficie libera e a sinistra 
quelli di velocitá. Questo risultato dimostra la buona ripetibilitá degli esperimenti. 
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Figura 8.2 Sovrapposizione dei registri di superficie libera e velocitá (Caso MHA1) 
 
8.2.10 Rappresentazione della velocitá istantanea per ogni fase 
Per ciascuna delle 20 onde oggetto di studio sono disponibili 25 dati (ricordiamo che 
ogni onda era stata divisa in intervalli di tempocon frequenza di 24 Hz) e questo per ogni 
profonditá oggetto di studio. 
Dunque si possono mediare tali valori su 20 onde e rappresentare la loro evoluzione 
verticale per ogni fase. Nella Figura 8.3 si riporta l’evoluzione temporale del profilo 
verticale della velocitá orizzontale con associato un livello di confidenza del 95% ubicato 
nel punto A solo per 12 fasi. I risultati sperimentali sono stati confrontati con la 
soluzione teorica al primo ordine di Mei (1989). Nella figura Z é la distanza dal fondo,  é 
la lunghezza di Stokes, uguale a 0.611 mm e  é il parametro di modulazione, uguale a 
0.075.  
La figura mostra con punti isolati in grigio l’incertezza del 95% associata alla misura e 
calcolata come 2 n  (Vardeman, 1994), dove   é la deviazione típica della velocitá 
per ciascuna fase d’onda e n, il numero di onde considerato nell’ analisi, n=20. Dal 
confronto con i dati teorici esistenti possiamo concludere che la metodologia di analisi 
utilizzata é valida e puó essere applicata al caso del gruppo. 
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Figura 8.3 Evoluzione nel tempo del profilo verticale della velocitá orizzontale (Caso 
MHA) 
 
8.3 Confronto del disegno sperimentale utilizzato con quello di Lin (2002) 
Nel 2002 Lin et al. effettuarono degli esperimenti relativi a moto ondoso 
monocromatico stazionario per questo puó esser interessante un confronto tra i due 
esperimenti. 
Per quanto riguarda il disegno sperimentale, la lunghezza della sezione del canale 
utilizzata da Lin fu di 14m mentre qui si utilizza una sezione di 9.9m in ogni caso le due 
sezioni di esperimento utilizzate sono sufficienti ad eliminare tutti gli effetti di secondo 
ordine associati alla generazione perché la distanza dei punti di misura é lontana dalla 
zona di generazione. Nei due esperimenti la tecnica di misura é stata la stessa, il campo 
di velocitá e´stato ottenuto con velocimetria laser (LDV). Nel caso dell’ esperimento di 
Lin la misura del campo di velocitá, con la simultanea determinazione della componente 
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orizzontale e verticale, presenta un vantaggio rispetto al caso MT1.03 e GT1.03 in cui le 
componenti di velocitá sono indipendenti. Il vantaggio con misure simultanee é quello di 
poter determinare i valori dello sforzo di taglio di Reynolds. Questa limitazione non é 
peró presente nel caso MT1.12 e GT1.12 dove le componenti orizzontale e verticale 
della velocitá non sono indipendenti ma sono ottenute simultaneamente come si 
mostra nella Figura 8.4 relativa al caso MHE. 
Una differenza sostanziale nei due esperimenti é nell’ obiettivo. L’obiettivo principale di 
Lin é stato quello di misurare gli effetti della non linearitá utilizzando otto periodi di 
onde differerenti ,ottenendo misure della velocitá nella regione a flusso potenziale per 
gli otto casi e misure dello strato limite del fondo per quattro degli otto casi. Dovendo 
valutare gli effetti non lineari il numero di Ursell scelto per gli esperimenti é stato 
sempre maggiore di uno mentre nel caso degli esperimenti realizzati nel CEAMA , una 
degli obiettivi principali é stato quello di misurare lo strato limite del fondo in condizioni 
idrodinamiche nell’ipotesi di teoria lineare d’onda.I valori del numero di Ursell degli 
esperimenti é stato pertanto tenuto al massimo di ordine uno. 
Senza dubbio la durata degli esperimenti di Lin (8-15 sec) con un numero di onde molto 
ridotto non permette poter avere una stima adeguata dell’ incertezza associata alle 
misure, cosa che invece puó essere ottenuta nel caso degli esperimenti presentati in 
questa tesi che considerano un registro di 90 minuti e un numero complessivo di onde 
pari a 20. 
La scelta di una durata cosí corta é stata giustificata dagli autori con l’intenzione di 
evitare problema di multi riflessione dovuti alla lunghezza finita del canale, problema 
che nel laboratorio del CEAMA é evitato grazie all’ impiego del sistema AWACS2. Inoltre 
negli esperimenti del CEAMA una migliore discretizzazione dei punti di misura ha 
permesso ottenere misure del sub-strato viscoso laminare che si ha nel caso 
monocromatico quando il regime idraulico é turbolento liscio. 
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Dall´analisi sperimentale della Figura 8.3 si ottiene lo spessore di talesubstrato '
≈0.2mm e applicando la formula di Nielsen (5.51) si puo´effettuare una stima di: 
  
u*=0.044 m/s 
0=1.94 kg/m.s
2 
cf=1.99 
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Figura 8.4 Evoluzione nel tempo del profilo di velocitá orizzontale (a destra) e verticale 
(a sinistra) simultanei con intervallo di confidenza del 95% (Caso MHE) 
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8.4 Analisi dei dati sperimentali :caso gruppo regolare 
Una procedura simile é stata applicata al caso di gruppi regolari: 
 
8.4.1 Apertura dei registri dei dati della superficie libera e di velocitá 
Si crea una lista dei dati raccolti, contenente la nomenclatura definita precedentemente. 
Si effettua una prima visualizzazione dei dati per controllare che non ci siano errori e che 
il dispositivo sperimentale e gli strumenti di misura abbiano un buon funzionamento. I 
dati dell’ evoluzione nel tempo della superficie libera vengono trasformati da Volt in 
metri in accordo con il fattore di calibrazione introdotto nel sistema di acquisizione dei 
dati. Inoltre si moltiplicano i dati ottenuti con il sistema di anemometria laser per un 
coefficiente correttivo che tiene conto dell’ inclinazione della lente durante 
l’esperimento.   
 
8.4.2 Sincronizzazione dei punti di misura 
I dati relativi alla superficie libera e al campo di velocitá sono stati catturati 
simultaneamente nelle sei ubicazioni (AA, A, B, C, D, E) lungo il  canale di generazione 
d’onde. Questi dati sono  ottenuti da due strumenti indipendenti e per questo devono 
essere sincronizzati scegliendo un istante iniziale di tempo. Come istante iniziale si 
sceglie quello d’ inizio delle misure dei dati di velocitá ottenuti con  il sistema di 
velocimetria laser. Quando si attiva il sistema laser  si genera infatti un pulso di 
voltaggio, facilmente identificabile e a partire da questo pulso si possono sincronizzare 
con i dati di velocitá, i dati raccolti con i sensori di livello. Nella prima grafica della Figura 
8.5 si rappresentano i dati raccolti e sincronizzati , in verde si rappresentano le misure 
ottenute con la tecnica LDV e in azzurro quelle relative alla superficie libera. I dati si 
riferiscono GHE1. 
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8.4.3 Filtro dei dati della superficie libera 
I dati di velocitá e superficie libera devono essere separati in singole onde mediante una 
tecnica di passaggio per zero crescente. La prima operazione da compiere é quella di 
calcolare la media aritmetica e correggere il registro come specificato nel Capitolo 7. 
Prima di effettuare tale separazione i dati della superficie libera sono stati filtrati con un 
filtro di banda compreso tra le frequenze di 0.56 Hz e 2.82 Hz per rimuovere ogni alta 
frequenza e ogni contributo di lungo periodo non relativo al gruppo. Se questa 
operazione non fosse effettuata la superficie libera intorno a zero presenterebbe delle 
piccole oscillazioni che potrebbero portare ad una erronea separazione delle onde. Nella 
seconda grafica della Figura 8.5 si mostrano sempre in blu i dati di superficie libera 
originali e in rosso quelli filtrati. 
 
 8.4.4 Separazione del registro dei dati di superficie libera in pacchetti individuali  
I dati della superficie libera devono essere separati in gruppi individuali e ciascun gruppo 
in onde individuali per poter successivamente applicare un’ analisi promediata nella fase 
dell´onda (‘phase average method’). La separazione in pacchetti individuali si ottiene 
identificando la massima onda di ciascun pacchetto e a partire da questa le altre onde 
componenti. La separazione si effettua andando a definire ogni passaggio per zero e 
individuando cosí le singole onde mediante un passaggio crescente. 
 
8.4.5 Scelta dei dati di velocitá con frequenza di raccolta dati maggiore 
 
Come giá specificato la frequenza di raccolta dei dati di velocitá dipende dalla quantitá 
di particelle presenti nel volume di misura durante gli esperimenti. Negli esperimenti la 
frequenza é stata sempre superiore a 200 Hz per la durata di ogni registro .Per quanto 
riguarda la  durata del registro questa é di 90 secondi relativamente al caso GT1.03. Dal 
registro complessivo si estrapola l’intervallo corrispondente a 6  pacchetti d’onde con  
una maggiore frequenza di raccolta dei dati. Per il caso GT1.12 si estrapola l’intervallo 
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corrispondente a 20 pacchetti (10 gruppi) da registri multipli,non continui  raccolti alla 
stessa profonditá. 
 
8.4.6 Costruzione di un nuovo registro di dati di velocitá con frequenza costante 
Per poter ottenere un registro di dati che contenga una serie temporale uniforme nel 
tempo il registro complessivo é stato diviso in intervalli di tempo con una frequenza 
costante di 24 Hz (0.04 sec) ottenendo per ciascuno di questi intervalli un valore medio 
rappresentativo e una deviazione standard. 
 
8.4.7 Filtro dei dati di velocitá 
A questo nuovo registro é stato poi applicato un filtro di bassa frequenza a 1.2Hz per 
eliminare anche qui interferenze esterne che potrebbero introdurre errori nell’ analisi.  
Nella terza grafica della Figura 8.5 si mostra il risultato dei punti 8.4.5 (intervallo con 
frequenza di dati maggiore), 8.4.6 (registro con dati uniformemente spaziati nel tempo) 
e 8.4.7 (risultato del filtro effettuato) in cui si evidenzia chiaramente l’intervallo di studio 
scelto. 
 
8.4.8 Separazione dei dati di velocitá in onde individuali  
In accordo con quanto definito nel punto 8.4.5 gli istanti di passaggio per zero crescenti 
calcolati con i dati della superficie libera sono utilizzati per separe i dati di velocitá in 
onde individuali. 
Il risultato dei punti 8.4.4 si riporta nella quarta grafica della Figura 8.5 mentre quello 
del punto 8.4.5 si riporta nella quinta grafica. Infine nella sesta grafica si ottiene una 
rappresentazione dell’ analisi di frequenza dei dati di velocitá selezionati. 
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Figura 8.5 Procedura di analisi (Caso GHE1) 
 
8.4.9 Rappresentazione grafica dei dati di superficie libera e di velocitá (20 pacchetti) 
Estratti i valori dei 20 pacchetti  con maggiore frequenza dai registri di superficie libera a 
cui é stata applicata l’operazione di filtro e di velocitá, a cui é stata applicata 
l’operazione di uniformitá nel tempo e filtro, questi possono essere rappresentati.  Nella 
Figura 8.6 si riporta a destra la sovrapposizione dei dati di superficie libera e a sinistra 
quelli di velocitá . Come si osserva esistono 7 onde complete tre da una parte e tre dall’ 
altra rispetto alla massima onda del gruppo. I dati inoltre mostrano una buona 
ripetibilitá degli esperimenti. 
 
 
0 50 100 150 200 250
-0.1
0
0.1
0 50 100 150 200 250
-0.05
0
0.05
0 50 100 150 200 250
-0.1
0
0.1
0 50 100 150 200 250
-0.05
0
0.05
0 50 100 150 200 250
-0.1
0
0.1
0 2 4 6 8 10
0
50
100
117 
 
 
 
Figura 8.6 Sovrapposizione dei registri di superficie libera e velocitá (Caso GHE1) 
 
Le figure si riferiscono ad una distanza dal fondo di 1mm pero é importante specificare 
che la struttura del moto ondoso sia nel caso del gruppo che nel caso monocromatico é 
visibile giá a 0.1mm dal fondo. Questo si puó osservare da un’ indagine spettrale dei dati 
di velocitá orizzontale condotta per ogni profonditá. L’ analisi spettrale mostra 
l’esistenza di due picchi nel caso di un gruppo, relativi alle frequenze delle due onde del 
gruppo e di un picco nel caso monocromatico, relativo alla frequenza dell’ onda visibili 
giá a partire da 0.1 mm.  
 
8.4.10 Rappresentazione della velocitá istantanea per ogni fase  
    a. Analisi condotta su 20 pacchetti (GHE) 
Per ogni onda dei 20 pacchetti oggetto di studio sono disponibili 25 dati (ricordiamo che 
ogni onda era stata divisa in intervalli di tempo con frequenza di 24 Hz). Questo per ogni 
profonditá oggetto di studio. 
Dunque per le 25 fasi di ogni onda si possono mediare tali valori sui 20 pacchetti e 
rappresentare la loro evoluzione verticale, ogni profilo si riferisce ad una differente fase. 
Nella Figura 8.7(a) si riporta l’evoluzione temporale del profilo della velocitá orizzontale 
con associato un livello di confidenza del 95% ubicato nel punto E solo per 8 fasi. Nella 
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figura, Z é la distanza dal fondo,  é la longhezza di Stokes uguale a 0.638 mm e  é il 
parametro di modulazione uguale a 0.0667.  
Il profilo per la onda 4 del gruppo (centrale) riporta anche il valore del caso 
monocromatico corrispondente per le stesse fasi  mostrando come la onda massima del 
gruppo sia in fase con il caso monocromatico corrispondente anche se lo spessore dello 
strato limite associato all’onda monocromática é . Tuttavia le altre onde 
costituenti il gruppo mostrano un comportamente completamente differente e non 
sono in fase rispetto a quella massima. Questo ci porta a concludere che il 
comportamento del gruppo é molto piú complesso e non possiamo analizzarlo come se 
fosse costituito da 7 onde monocromatiche. 
La figura mostra con punti isolati l’incertezza associata alla misura con un’ incertezza del 
95%  calcolata come 2 n  (Vardeman, 1994), dove  é la deviazione tipica della 
velocitá per ciascuna fase d’onda e n rappresenta il numero di onde considerato nell’ 
analisi, n=20. 
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Figura 8.7(a) Evoluzione nel tempo del profilo di velocitá orizzontale con un intervallo di 
confidenza del 95% (Caso GHE) 
 
Nella Figura 8.7(b) si mostra l’ evoluzione nel tempo del profilo di velocitá verticale con 
un intervallo di confidenza del 95% (Caso GVE), anche qui la onda massima del gruppo si 
confronta con il caso monocromatico corrispondente. 
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Figura 8.7(b) Evoluzione nel tempo del profilo di velocitá verticale con un intervallo di 
confidenza del 95% (Caso GVE) 
 
    a. Analisi condotta su  6 pacchetti (GHA) 
 
In questo caso per ogni onda dei 6 pacchetti oggetto di studio sono disponibili 25 dati. 
Per le 25 fasi di ogni onda si possono mediare tali valori sui 6 pacchetti e rappresentare 
la loro evoluzione verticale, ogni profilo si riferisce ad una differente fase. Nella Figura 
8.8 (a) si riporta l’evoluzione temporale del profilo della velocitá orizzontale con 
associato un livello di confidenza del 90% ubicato nel punto A solo per 8 fasi. Nella 
figura, Z é la distanza dal fondo,  é la longhezza di Stokes uguale a 0.611mm e  é il 
parametro di modulazione uguale a 0.075.  
Il profilo per la onda 4 del gruppo (centrale) riporta anche il valore del caso 
monocromatico corrispondente per le stesse fasi  mostrando come la onda massima del 
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gruppo sia in fase con il caso monocromatico corrispondente anche se lo spessore dello 
strato limite associato alla onda monocromática é . Tuttavia le altre onde 
costituenti il gruppo mostrano un comportamente completamente differente e non 
sono in fase rispetto a quella massima. Questo ci porta a concludere che il 
comportamento del gruppo é molto piú complesso e non possiamo analizzarlo come se 
fosse costituito da 6 onde monocromatiche. 
La figura mostra con punti isolati l’incertezza associata alla misura. Questa volta l’ 
incertezza é del 90% e si calcola come 2 n  (Vardeman, 1994), dove  é la deviazione 
tipica della velocitá per ciascuna fase d’onda e n rappresenta il numero di onde 
considerato nell’ analisi, n=6. 
 
Figura 8.8(a) Evoluzione nel tempo del profilo di velocitá orizzontale con un intervallo di 
confidenza del 90% (Caso GHA) 
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Nella Figura 8.8(b) si mostra l’ evoluzione nel tempo del profilo di velocitá verticale con 
un intervallo di confidenza del 90% (Caso GVA), anche qui la onda massima del gruppo si 
confronta con il caso monocromatico corrispondente. 
 
 
Figura 8.8(b) Evoluzione nel tempo del profilo di velocitá verticale con un intervallo di 
confidenza del 90% (Caso GVA) 
 
Se consideriamo il caso A e lo confrontiamo con il corrispondente caso monocromatico 
otteniamo che esistono nel caso del gruppo modulazioni sulla verticale che variano in 
ampiezza e lunghezza durante l’evoluzione. 
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8.4.10 Regime debolmente stazionario e stazionario della deriva Euleriana  
 
a. Regime debolmente stazionario: Analisi condotta su 20 pacchetti (GHE) 
Consideriamo i 20 pacchetti, di cui abbiamo identificato le singole onde che lo 
compongono. Consideriamo che ad ogni pacchetto é associata una evoluzione 
istantanea della velocitá orizzontale del tipo rappresentato in Figura 8.7(a), e una 
evoluzione istantanea della velocitá verticale del tipo rappresentato in Figura 8.7(b). 
Ora vogliamo trovare il valore medio della velocitá istantanea sul periodo d’onda corta. 
Per ottenere questo calcoliamo il valore medio su ciascuna onda (le sette onde del 
gruppo) e ripetiamo il processo per i 20 pacchetti. In modo tale che alla possiamo 
calcolare il valore medio che cerchiamo su 20 pacchetti con un intervallo di confidenza 
95% . Le Figure 8.9 (a, b, c,d, e, f, g) mostrano l’evoluzione della deriva Euleriana per le 7 
onde del gruppo. 
 
Figura 8.9 (a) Regime debolmente stazionario, GE, Onda 1 
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Figura 8.9 (b) Regime debolmente stazionario, GE, Onda 2 
 
 
Figura 8.9 (c) Regime debolmente stazionario, GE, Onda 3 
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Figura 8.9 (d) Regime debolmente stazionario, GE, Onda 4 
 
 
Figura 8.9 (e) Regime debolmente stazionario, GE, Onda 5 
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Figura 8.9 (f) Regime debolmente stazionario, GE, Onda 6 
 
Figura 8.9 (g) Regime debolmente stazionario, GE, Onda 7 
 
Figura 8.9 Evoluzione del regime stazionario della deriva Euleriana per 7 onde 
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Come si puó osservare a causa della variazione dell’ampiezza delle onde che 
compongono il gruppo esiste una modulazione lenta nei profili della velocitá verticale e 
orizzontale. 
Su tutta la verticale e anche a notevole distanza dal fondo esiste inoltre una 
modulazione,visibile per esempio nella parte alta dei profili della velocitá verticale. 
L’ampiezza e la lunghezza d’onda di tale modulazione cambia passando da un onda ad 
un’ altra  del gruppo, mostrando l’esistenza di possibile inversione del flusso oltre ad 
una lenta variazione nel tempo. In questo caso i profili di velocitá verticale e orizzontali 
sono stati ottenuti simultaneamente, peró dimostrano di essere correlati tra di loro. 
 
b. Regime stazionario: Analisi condotta su  20 pacchetti (GHE) 
Consideriamo i 20 pacchetti, per ciascuno abbiamo identificato le singole onde che lo 
compongono.Consideriamo che ad ogni pacchetto é associata una velocitá media nel 
periodo dell’onda corta orizzontale e verticale del tipo rappresentato nelle  Figure 8.9 (a, 
b, c, d, e, f, g). 
Ora vogliamo trovare il valore medio su tutto il periodo del pacchetto della velocitá 
mediata sul periodo d’onda corta. Per ottenere questo calcoliamo un valore medio sul 
periodo del gruppo per ciascuno dei 20 pacchetti. In modo tale che alla fine possiamo 
calcolare il valore medio che cerchiamo su 20 pacchetti con un intervallo di confidenza 
del 95%. Si ottengono dunque due profili, uno relativo alla velocitá orizzontale e l’altro 
relativo alla velocitá verticale. La Figura 8.10 mostra l’evoluzione del regime stazionario 
della deriva Euleriana. 
 
 
128 
 
 
Figura 8.10 Evoluzione del regime stazionario della deriva Euleriana 
 
Dalla figura si osserva che sebbene l’errore associato alle misure,risulta soprattutto per 
il profilo della velocitá verticale, dello stesso ordine di grandezza delle misure, i profili 
medi di velocita´sul periodo del pacchetto mostrano l’esistenza di possibili oscillazioni e 
dunque di possibili celle di circolazione sulla verticale che possono avere un importanza 
rilevante nei meccanismi di trasporto netto di sedimento e nel trasporto in sospensione. 
 
La stessa analisi é stata condotto anche per il punto A solo che, essendo in questo caso il 
numero di pacchetti analizzati n=6  l’intervallo di confidenza qui risulta del 90%. L’errore 
associato all’ analisi  é conseguentemente maggiore. Nel caso MA, sebbene le 
componenti orizzontali e verticali della velocitá non siano state raccolte 
simultaneamente, i dati hanno mostrato una corrispondenza evidente tra le 
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presenza di modulazioni nel regime stazionario, i risultati del caso A sono stati 
confrontati con il modello analitico precedentemente descritto(Sanchez-Badorrey e 
Losada, 2006) e si possono incontrare in (Sanchez-Badorrey, Bramato, et. al., 2006). 
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Capitolo 9 
Conclusioni e futura linea di ricerca 
 
 
10.1 Conclusioni 
In questa tesi é stato analizzato e compreso il fenomeno dei processi idrodinamici e di 
trasporto associati ad un gruppo regolare di onde mediante una tecnica d’ indagine 
analitica, numerica e sperimentale. Lo studio analitico é  stato condotto nell’ ipotesi 
della teoria lineare d´onda di Stokes nella regione non viscosa e viscosa del dominio di 
profonditá. La soluzione analitica dello strato limite é stata ottenuta a partire dalla 
soluzione nella regione non viscosa, intesa come elemento forzante della regione 
viscosa e nell’ipotesi che quest´ultima non interazioni con la regione a flusso potenziale.  
Indagato il processo secondo un’equazione di trasporto dispersivo unidirezionale e 
adottando uno schema alla differenze finite si é ottenuto un semplice modello numerico 
che ha dimostrato avere un andamento qualitativo simile alla soluzione analitica dello 
strato limite associato a gruppi regolari. Inoltre in questa tesi sono stati descritti degli 
esperimenti ottenuti con un sistema di velocimetria laser  dello strato limite del fondo 
associato ad un gruppo e alla sua onda monocromatica principale di corto periodo, nell’ 
ipotesi di moto stazionario,  fondo fisso e in condizioni idrauliche turbolente lisce. É 
stata presentata l’ evoluzione istantanea dei profili verticali delle componenti 
orizzontale e verticale del campo di velocitá in differenti sezioni del canale di 
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generazione e analizzando due gruppi di caratteristiche idrodinamiche differenti. É stata 
inoltre presentata l’ evoluzione istantanea del profilo verticale della componente 
orizzontale del campo di velocitá per il caso monocromatico. La metodologia di analisi é 
stata convalidata grazie al confronto dei dati sperimentali con la teoria dello strato 
limite (Mei,1989) al primo ordine del caso monocromatico mostrando ottimi risultati. I 
dati sperimentali sono stati studiati statisticamente ottenendo dei valori medi e 
deviazioni tipiche associate con un intervallo di confidenza del 95%. La metodologia di 
analisi adottata é stata la stessa per il caso monocromatico e per il gruppo. Il confronto 
dei dati sperimentali e del modello analitico proposto da Sanchez e Losada del 2006 
sono stati presentati nell´ultima conferenza internazionale di ingegneria costiera ICCE06 
svoltasi a San Diego (USA) mostrando che un adeguata indagine sperimentale 
supportata da validi strumenti analitici rappresenta un elemento chiave per la 
comprensione di un processo che fino ad ora risulta non completamente conosciuto. Le 
modulazioni osservate nella deriva euleriana mostrano inoltre la possibilitá di inversione 
di flusso  nello strato limite e lente modulazioni in tutto il dominio di profonditá 
svolgendo un ruolo essenziale nel calcolo dei tassi di trasporto netto di sedimento nella 
zona vicino alla linea di costa ed in tutta la piattaforma continentale.  
 
 
10.2 Futura linea di ricerca 
Per poter modellare i tassi di trasporto netto si dovrebbero considerare le correnti 
residuali (di Stokes e Euleriane) e gli sforzi di taglio nel fondo indotti da gruppi d´onde 
incidenti e riflessi, e dalle onde vincolate e libere di lungo periodo associate. Percui una 
futura linea di investigazione é la determinazione teoretica e sperimentale delle 
caratteristiche dello sforzo di taglio indotto da gruppi regolari e relative onde di lungo 
periodo su fondo costante e con differenti rugositá tenendo in conto della differenza di 
fase esistente tra la velocitá residua e lo sforzo di taglio in funzione del numero di 
Reynolds. Il risultato di tale indagine si presenterá nella prossima conferenza 
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internazionale ICCE08 in Amburgo . Una volta compreso tale fenomeno si opererá poi 
con differenti valori dell´inclinazione del fondo passando da fondo fisso a fondo mobile. 
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Appendice A1 
Tecnica di separazione delle variabili: determinazione del potenziale di velocitá  
 
Per poter trovare l’ espressione analítica  della funzione potenziale (x, z, t)=X(x)Z(z)T(t) 
si fanno delle ipotesi. 
1. Onde di forma constante: condizione di periodicitá nel tempo t 
Il potenziale di velocitá á una funzione armonica, soluzione dell’ equazione di 
Laplace. Il potenziale deve essere periodico e nell’ ipotesi di onda di forma 
constante, tale periodicitá si rappresenta con un periodo constante T. La variazione 
della funzione rispetto al tempo si indica con T(t) e si puó scrivere come una 
combinazione lineare di una funzione seno e una funzione coseno secondo la 
formula: 
( ) cos( ) sin( )T t E t F t     (A1.1) 
      Applicando la condizione di periodicitá nel tempo si ottiene: 
cos( ) sin( ) cos ( ) sin ( )E t F t E t T F t T  (A1.2) 
       Tale condizione é verificata se: 
2
T       (A1.3)
 
      Con  definita frequenza angolare. 
 
2. Onde di forma constante: condizione di periodicitá nello spazio x 
Sostituendo l’ espressione (x, z, t)=X(x)Z(z)T(t) nell’ equazione di Laplace e si divide 
per (x,z,t) si ottiene: 
2 2
2 2
1 ( ) 1 ( )
( ) ( )
d X x d Z z
X x dx Z z dz    (A1.4)
 
             Con: 
2
2
2
1 ( )
( )
d X x
k
X x dx      (A1.5) 
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               e 
2
2
2
1 ( )
( )
d Z z
k
Z z dz      (A1.6)
 
 
La soluzione di queste due equazioni differenziali ordinarie depende del valore 
della constante k, che si definisce numero d’onda e affinché la soluzione sia 
periodica in x tale numero deve essere necessariamente un numero reale 
diverso da zero. La soluzione delle due equazioni differenziali si ottiene per k2 > 0 
e risulta: 
( ) cos sinX x A kx B kx     (A1.7) 
( ) kz kzZ z Ce De      (A1.8) 
Le costanti A, B, C, D, E e F si determinano applicando le condizioni al contorno. 
a. Condizione al contorno laterale 
Essendo il potenziale periodico in x si puó scrivere: 
cos( ) sin( ) cos ( ) sin ( )A kx B kx A k x L B k x L  (A1.9) 
      Quindi  affinché  tale condizione si verifichi: 
2
k
L
  dove L é la lunghezza d’onda  
       
       Scrivendo X(x)T(t) come combinazione lineare delle funzioni: 
sin sin ,cos sin ,sin cos ,cos coskx t kx t kx t kx t   (A1.10) 
 
       Otteniamo l’espressione: 
1 1 2 2( ) ( ) sin( ) sin( )X x T t B kx t B kx t  (A1.11) 
       Dove  1 e 2 sono costanti. 
b. Condizione cinematica nel fondo 
Tale condizione si scrive come: 
0,zw z h
z      (A1.12)
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      Da cui risulta che: 
2( ) ( ) 0kz kz kzX x T t k Ce De C De
   (A1.13)
 
       La soluzione non depende né da x né dal tempo e se si sostituisce l’espressione   
       ottenuta con calcoli di algebra si ottiene: 
            ' '
1 1 2 2 (x,z,t)=cosh(k(h+z)) B sin( ) B sin( )kx t kx t  (A1.14)
 
      con '1 1B 2B
khDe  e '2 2B 2B
khDe  
c. Condizione dinamica sulla superficie libera 
La condizione dinamica sulla superficie libera linearizzata risulta: 
1
, 0z
g t       (A1.15)
 
 
Percui sostituendo  nell’ equazione A1.15: 
' '
1 1 2 2
cosh
cos cos
kh
B kx t B kx t
g  (A1.16)
 
La superficie libera é la sovrapposizione di due oscillazioni di ampiezze: 
'
1
1
cosh( )B kh
A
g       (A1.17)
 
'
2
2
cosh( )B kh
A
g       (A1.18)
 
      Da cui si ottengono '1B  y 
'
2B   
' 1
1
cosh( )
gA
B
kh       (A1.19)
 
' 2
2
cosh( )
gA
B
kh       (A1.20)
 
      Che sostituiti nell’ equazione del potenziale danno: 
1 1 2 2
cosh
, , sin sin
cosh
k h zg
x z t A kx t A kx t
kh  (A1.21)
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L’espressione del potenziale di velocitá é dato dalla sovrapposizione di un onda 
progressiva di ampiezza A1 che si propaga in direzione positiva dell’ asse x e una di 
ampiezza  A2 che si propaga in direzione negativa di superfici libere : 
1 1cosA k x ct       (A1.21)
 
2 2cosA k x ct       (A1.22)
 
 E c
k
 celeritá d’onda. 
La soluzione di onde progressive si ottiene se A1 = 0 o  A2 = 0, mentre se A1 = A2 si 
ottiene un’oscillazione stazionaria o parzialmente stazionaria se A1 ≠ A2 
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Appendice A2 
Formalismo WJKB adottato nella descrizione di gruppi modulati di onde 
 
1. Il potenziale totale si scrive come sviluppo di potenziali parziali in funzione del 
del parametro di modulazione , e analogamente si fa per la constante di 
Bernoulli e per la superficie libera : 
       (A2.1) 
       (A2.2) 
                                                                         (A2.3) 
2. Si suppone che un treno modulato di onde è formato da un treno trasportante di 
frequenza  e numero d’onda k e da una modulazione con scala di lunghezza e 
tempo che sono almeno di ordine  , . 
    (A2.4) 
     (A2.5)  
se   rappresenta il treno principale d’onda lo sviluppo all’ ordine n di 
 e risulta: 
     
     (A2.6) 
                   (A2.7) 
                    (A2.8) 
            Con : 
        (A2.9) 
I valori con * rappresentano i complessi coniugati. 
Le soluzioni del problema devono essere funzioni reali e se  n=1: 
     (A2.10) 
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Dove  1,1  é  il movimento oscillatorio principale, 1,0  é un termine che varia 
lentamente nel tempo e nello spazio. La dipendenza rispetto alla variabile rapida 
é nulla (m=0). 
Le equazioni che governano il processo risultano: 
1.   ,        (A2.11) 
 
2.   ,      (A2.12) 
3.  
,           (A2.13) 
4.         
                                                        (A2.14) 
Le equazioni A2.13 e A2.14 si sviluppano in serie di Taylor intorno a z=0. Il valore 
della constante C(t) al primo ordine risulta nulla. 
Ricordiamo che: 
                  (A2.15) 
 
   
                                                                                                                     (A2.16)  
L’equazione di Laplace si puó scrivere come: 
 
                                                                                     (A2.17) 
sostituendo  : 
 
                                 (A2.18) 
148 
 
E dato: 
        (A2.19) 
          (A2.20) 
 
 
         (A2.21) 
Considerando che: 
       ,  (A2.22) 
Si introducono: 
1.            (A2.23)   
        (A2.24) 
      (A2.25) 
2.  , condizione di contorno nel fondo, z=-h. 
      (A2.26) 
3. 
     (A2.27) 
Che si puó scrivere come: 
       (A2.28) 
 
         (A2.29) 
A.  
    (A2.30) 
       (A2.31) 
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(A2.32) 
        (A2.33) 
 
         (A2.34) 
Con:  
      (A2.35) 
Sostituendo in A2.34 si ottiene 
 =     (A2.36) 
        (A2.37) 
 
B.  
 =     (A2.38)  
 
        (A2.39) 
C.  
    (A2.40) 
       (A2.41) 
      (A2.42) 
 
D.  
       (A2.43) 
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     (A2.44) 
 
Facendo le derivate: 
 =  (A2.45) 
 
        (A2.46) 
: 
= 
         (A2.47) 
    (A2.48) 
 =      (A2.49) 
 
 (A2.50) 
 
         (A2.51) 
E.  
    (A2.52) 
 
F.  
  =  (A2.53) 
 =   (A2.54) 
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    (A2.55) 
 
Utilizzando la formula:  
      (A2.56) 
 
         (A2.57) 
 
 
         (A2.58) 
4.  
 
A.  
 
B.  
       (A2.59) 
  (A2.60) 
 
C.  = 
   (A2.61) 
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D.  
 =      (A2.62) 
         (A2.63)  
 
E.  
        (A2.64) 
       (A2.65) 
= 
         (A2.66) 
 
         (A2.67) 
F.  
 =     (A2.68) 
      (A2.69) 
 
G.  
Utilizzando l’equazione:  
       (A2.70) 
  (A2.71) 
     (A2.72) 
 
Ora dobbiamo sostituire: 
, con     (A2.73) 
      (A2.74) 
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       (A2.75) 
   (A2.76) 
  (A2.77) 
Per esempio se: n=3, m= -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3 
   (A2.78) 
 
E uguagliando i coefficienti di ciascun termine,  
      (A2.79) 
      (A2.80) 
      (A2.81) 
       (A2.82) 
Quindi: 
1.      
2.        
3.     
4.      
 
Equazioni per n=1 e m=-1 , 0, 1 
1.      
2.        
3.     
4.      
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m=0: 
1.       
2.        
3.      
4.       
 e utilizzando 3.  , z=0 
Si ottiene: 
      
     
Affinché  esista una soluzione: 
    
Condizione valida nel caso che per tutti i valori di n: 
    
Abbiamo ottenuto  che per m=0 la variazione con rispetto alla  variabile rapida é nulla:  
 
 
All’ ordine : 
 
 
L’ equazione di Laplace integrata una volta: 
     
Percui   che non dipendeva da x e t ora non dipende neanche da z. 
Con  
 varia rispetto alle variabili lente ed é una funzione reale.  
Per quanto riguarda la superficie libera: 
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m=-1, 1: 
Se m=1 le equazioni che governano il problema sono: 
1.      
2.        
3.     
4.       
E come nel caso di m=0: 
 
 
Quindi: 
  
Il problema é  lineare con soluzione che puó essere ottenuta per separazione di variabili: 
 
 
 
    
   
 
 
Che permette considerare una funzione potenziale che include una variazione con le 
variabili lente che si ottiene sovrapponendo treni d’ onda di periodo prossimo. 
La soluzione al primo ordine si scrive pertanto come: 
 
Con , , y  
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  con  
 
Sono le ampiezze dell’ onda corta modulate nella scala del gruppo e  , 
  
Con   
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Appendice A3 
Dettagli dell’ analisi di perturbazione applicata alla soluzione di strado limite. 
 
Dall’analisi adimensionale: 
0 0
U u w u w
L x z x z    (A3.1)
 
2
2
u TU u u U TU U u
u w U
t L x z t L x z  (A3.2)
 
Si definisce: 
1
TU U
L L
 
Le due equazioni si scrivono: 
0
u w
x z       (A3.3)
 
2
2
u u u U U u
u w U
t x z t x z  (A3.4)
 
Il problema é non lineare per risolverlo si sostituiscono nelle equazioni A3.3 e A3.4: 
2
1 2 3 .....u u u u     (A3.5) 
2
1 2 3 .....w w w w     (A3.6) 
Si ottiene: 
2 2
1 2 3 1 2 3
0
u u u w w w
x z   (A3.7) 
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2
1 2 3
2 2
1 2 3 1 2 32 2
1 2 3 1 2 3
2 2
1 2 3
2
u u u
t
u u u u u u
u u u w w w
x z
u u uU U
U
t x z  
         (A3.8)
 
E al primo ordine O( 0 ): 
1 1 0
u w
x z       (A3.9)
 
2
1 1
2
u uU
t t z      (A3.10)
 
Condizioni al contorno: 
1 1
1 1,
0, 0
,
u w z
u U z
     (A3.11)
 
All’ ordine O( ): 
2 2 0
u w
x z       (A3.12)
 
2
1,2 2 1 1
1, 1 12
Uu u u u
U u w
t z x x z   (A3.13)
 
come condizione al contorno, si considera: 
2 2 0, 0u w z      (A3.14) 
 
 
 
 
